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第三章   静磁场（6课时） 

   静磁场的典型解法：磁矢势法，磁标势法，泰勒展开法 

   严格证明静磁场两条定理与毕奥－萨伐尔定律的等效性 

   静磁场能量 
1. 静磁场能量表达式的严格推导；2. 静磁场热力学 

节次 节    名 小节标题 

3.1 
基本方程和唯一性
定理 

基本方程，磁矢势及其微分方程，无限均匀线性各向同性磁介质
中的磁矢势解，边值关系，边界条件和唯一性定理  

3.2 二维二分量问题 二维二分量静磁场的定解问题，二维二分量静磁场的定解问题求
解举例 

3.3 
从磁矢势出发计算
磁场 

圆环电流的磁场，任意小载流导体在远处的磁场，磁偶极子在外
磁场中所受的力和力矩  

3.4 磁标势法 磁标势的引入、相关方程和边值关系，磁标势法与静电场解法的
对应关系，磁标势法应用举例 

3.5 磁能 磁能基本公式，安培力做功与磁能变化，小载流导体在外磁场中
的磁能和势能，静磁场热力学 

【提示】对比静电场的分析方法 
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3.1   基本方程和唯一性定理 

一 基本方程 
        (分区均匀线性各

向同性介质) 

0jH 

0 B
HB 

（3.1.1) 

（3.1.3) 
（3.1.2) 

二  磁矢势及其微分方程 
（3.1.6) 

（3.1.7) 
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 /0
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为减小 A 的任意性，对其散度加上条件（又称规范条件）： 

（3.1.5) 0 A

0jB 

（3.1.4) 

AAAAB
22)()( 

0

2
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对比静电势的泊松方程： 

说明：(3.1.7)的解必须满足(3.1.5)，才是磁矢势解！ 
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3.1   基本方程和唯一性定理 

0 B 0 A

0jB 
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2
jA 

  
  转换之后的定解问题变得更加复杂： 

  偏微分方程由一阶增至二阶 

  对 A 提边界条件缺乏物理依据和实用价值 

 为何要引入磁矢势 A ？ 
1. 在无限均匀介质中，可类比静电场直接写出磁矢势解： 
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2. 对于二维二分量问题，A 只有一个分量，且具有明确的物理意义，便于
直接计算或求解（套用静电场各种解法） 

3. 对时变场源情况，从A（和）出发计算辐射场比较方便，且便于实现经

典电动力学向相对论电动力学和量子力学过渡 

结论：一般不直

接求解 A 
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3.1   基本方程和唯一性定理 
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  检验 A 的解是否满足规范条件 

？  A 0

1.  检验的必要性 

2.  检验过程： 
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3.1   基本方程和唯一性定理 

（3.1.13) 

三  边值关系 
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【备注】齐次边值关系用于直接求解；非齐次关系事后用来计算界面电
荷密度（题目给定非零 i0 的情况例外） 
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【推论】静磁场两条定理与毕奥－萨伐尔定律等效 
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C：界面任一侧闭合回路 推论：切向分量连续的矢量场，其旋度法向分量连续 
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3.1   基本方程和唯一性定理 

四 边界条件和唯一性定理 
1. 同第一章1.1节的任意矢量场的唯一性定理：给定磁场的散度

（等于零）和旋度，以及边界上的法向分量，解唯一。 
2. 静磁场的定解问题：多数情况下给定 

,| gB Sn  满足自洽条件(无孤立磁荷)： 0S gd

3.  实际情况 

 给定星体（如地球和太阳）表面的法向磁场强度 

 超导体或磁场为零的理想导体：Bn ＝ 0（自洽边界条件） 
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3.2   二维二分量问题 

一  二维二分量静磁场的定解问题 

猜：A = A e3，则 

正交曲线坐标系：u1, u2, u3;  拉梅系数：h1, h2, h3； 

二维：磁场和拉梅系数仅与坐标 u1, u2 有关(u3称为“可忽略坐

标”) 

二分量：B3 ＝ 0 
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3.2   二维二分量问题 

1.基本方程：限于直角坐标系(x, y, z)和圆柱坐标系(, , z) 
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2.边值关系：引入局地正交坐标系(en,e, ez)  
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3.2   二维二分量问题 

3.边界条件：设 C 为解域边界与 z = 0 平面的交线(闭合曲线) 

             它即为二维问题的边界 
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物理意义： )()( 12  CC AA 

表示通过1和2之间、沿 z 轴方向单位长度边界面的磁通量 

对内部磁场为零的理想导体边界，AC 为常数  

 给定理想导体柱的电流强度： 
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与静电场情况给定单位长度导体柱的电量相对应 

AC ＝ 常数 
 

 给定 Bn|C: 

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



2012/3/24 第三章   静磁场 10 

3.2   二维二分量问题 

二  二维二分量静磁场问题求解举例 

例3.1 半径为 a、电流强度为 I0 的长圆柱超

导体,置于均匀外磁场中,外场方向与柱轴垂
直,求柱外空间(真空)的磁场.  

图3－1 
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列出边界条件和正则条件： 
1. 周期边界条件（已体现在通解的选择之中） 
2. 远处渐近条件: 均匀场＋长直线电流场（部分体现） 
3. 导体电流强度和导体表面为等磁矢势面（尚未使用） 

利用电流强度为I0 的条件： 

利用超导体表面等势的条件： 
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3.2   二维二分量问题 

(续解例3.1) 
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3.3   从磁矢势出发计算磁场 
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  一般情况下，从 B 的表达式出发更为直接、简便 

 对于二维二分量问题，从 A (仅有一个分量)出发简单 

一    圆环电流的磁场 

图3－2 
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取圆柱坐标(, , z); 圆环位于 z＝ 0 

平面，半径为a，电流强度为I，z 轴与

电流方向成右手螺旋关系 

场点P：r (, , z); 源点S：r (a, , 0); 

关键在于写出 || rr R 的表达式 

考察直角三角形PQS,成立 ,RPS 

,   

,zPQ 

, 

 

2/122 )]cos(2[   aaSQ

, 

)(ΔOQS 2/1
22

)( PQSQR 

电流元： 
  eelrj  IadlIdIdVd)(0
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3.3   从磁矢势出发计算磁场 

2/1222 )]cos(2[   azaR

 














2

0

2/1222 )]cos(2[4 aza

dIa e
A

下面要解决两个问题： 

1. 磁矢势只有一个分量：A=Ae  (基于对称性分析或解析证明） 

2. 计算积分：一般使用泰勒展开法，求远处的磁场 

由eze = 0,可知Az = ezA = 0；  

)sin()()( 
 zz eeeeeeee再由 

0
)]cos(2[

)sin(

4

2

0

2/1222





 








 aza

dμIa
Ae

证毕；这与二维二分量问题的磁矢势只有第3分量的结论自洽 
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3.3   从磁矢势出发计算磁场 

 














2

0

2/1222 )]cos(2[

)cos(

4 aza

dIa
A Ae


































2

0

2/1

22

22/122

cos2
1

cos

)(4

z

aa

d

z

Ia
A 

2222 rza 

远场近似（泰勒展开）： 

 


















 







2

0

222/122
cos

cos
1

)(4
d

z

a

z

Ia
A

,
4

sin

)(4 2

2

2/322

2

r

Ia

z

Ia
A






 


 ,

4 3r
A






rm
eA




zz ISIa eem  2

圆环电流的磁矩 

53 4

)(3

4 rr 





 rrmm
AB


磁偶极子场： （3.3.7) 
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3.3   从磁矢势出发计算磁场 

二    任意小载流导体在远处的磁场(对比电多级子场的分析过程) 

 




||

)(

4

0

rr

rj
A

Vd





2

111

||

1

rrrr

rer
r

rr






  Vd
r

Vd
r

r )(
4

)(
4

020 rjrerjA








（3.3.8) 

（3.3.1) 

（3.3.9) 

0000 ()( jrjr)jrj 

,0])([)( 000   S
ndjVdVd rrrjrj

由 得 

000000 )()(()( jrrjrjrrrjrr)jrrj 由 得 

0)()( 0000   djVdVd nrrrrjjrrj

第一项为零； 
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3.3   从磁矢势出发计算磁场 

  Vd
r

r )(
4

02
rjre




第二项＝

  .)(
2

1
)(

2

1

)(
2

1

00

000

rr

rr

VdVd

VdVd

ejrrje    

rjjrejre









,
4 3r

 rm 
A


   Vdr )(

2

1
0jrm

任意载流导体的磁矩 

注意：磁矩计算结果与参考点选择无关： 

mrjrmjrrm   VdVdr )()()( 0000

将参考点由原点移至 r0，相应r  r - r0： 
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3.3   从磁矢势出发计算磁场 

三 磁偶极子在外磁场中所受的力和力矩 
   (对比电偶极子受力分析）  r 

O r 

图3－3 
O 

r0 

dV 

B 

  Vde )()(0 rBrjF

  Vde )]()([ 0 rBrjrM （3.3.15) 

（3.3.14) 

rrr        rBrrBrB  0000 ),()()( eee

ee VdVd BrjBrj     )()( 0000＝第二项

ee VdVd BjrBjrrj   ])([
2

1
])([ 000002

1

eeVd BmBjr   )(])[(
2

1
000

)()()( 000 eee BmBmBm 

0)()( 000   ee VdVd BjrBj   ＝第一项

求导时视 m 为常矢量! 

 力： 
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3.3   从磁矢势出发计算磁场 

0)()(  eee BmBmBm ee BmBm  )(由 

ee BmBmF  )(磁偶极子受力公式： (求导时视 m 不变) 

  VdVdVd eee rjBBrjBjr 000 )(

 力矩：仅保留 Be 展开式的主项 

.)(
2

1

)(

0

002
1

0

ee

ee

Vd

VdVd

BmBjr              

BjrrjBrj   







＝第一项

.0
2

1
)(

2

1

2

1
)(

0

2

0

2

2

000









djrVdr

VdrVdVd

nj              

jrrjrj   ＝第二项

eBmM 

)()( 0rBrB ee 

【说明】以上略去了对磁四极子的力和力矩的分析 
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3.4   磁标势法 

一    磁标势的引入、相关方程和边值关系  

在没有传导电流的空间,磁场满足 

,0 H ,0 B )(0 MHB  

,0)( 12  HHn 0)( 12  BBn

与没有自由电荷的静电场方程和边值关系具有同样的数学形式 

,mH m：磁标势 

0C dlH磁标势单值条件： 限于单连通空间，避免

C 与电流相互环绕 

单连通空
间示例 

I 

C 

多连通空
间示例 

C 

I 
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3.4   磁标势法 

1.分区均匀线性各向同性磁介质 

,HB 

mH 02  m

（3.4.8) 0 H0 B

（3.4.9) 

,21 mm  
nn

mm








 2
2

1
1







  边值关系： 

  基本方程： 

2.永磁体 

),(0 MHB  

mH M       00

2 ,/  mmm

MH 0 B

（3.4.15) 

,21 mm  

0

22



 mmm

nn









  边值关系： 

  基本方程： 

)( 120 MMn  m
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3.4   磁标势法 

二    磁标势法与静电场解法的对应关系  

限于分区均匀线性各向同性介质(可含永磁体，但不含传导电流) 

表3－1  分区均匀各向同性介质和永电、磁体中的静电场和静磁场方程 

0 E 0 H

0 E 0 H

0/ E
0/m H

P 0 M 0m

ED  HB 

EDP 0 HBM 00  

矢量场 静电场 静磁场 

旋度方程 

散度方程(各向同性介质) 

散度方程(永电体,永磁体) 

电荷、磁荷密度 

性能方程(各向同性介质) 

电磁极化强度 

表3－2  电学量和磁学量的对应关系 

电学量 E D     0 P p 

磁学量 H B m m m  0 0M 0m 
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3.4   磁标势法 

三    磁标势法应用举例  
例3.2 半径为a、磁导率为 的均匀介质球置于均匀磁场B0 之中,球外真

空,求空间磁标势和磁场分布. 
解 本问题与2.2节例2.3的静电场问题对应,其电势和电场分布如下： 


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

a

转换为磁场解： 

电学量 E E0   0 P p 

磁学量 H H0=B0/0 m  0 0M 0m 
符号替换表： 
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3.4   磁标势法 




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







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   (3.4.20) 

例3.2（续） 

由磁场强度求磁感应强度： 
















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磁化介质球（磁化强度M）产生的磁感应强度： 
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3.4   磁标势法 

例3.3 求半径为 a、磁化强度为M 的永久磁铁球产生的磁场. 

解  采用球坐标(r,,）,原点位于球心，取尝试分离变量解： 
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满足边值关系： 
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代回尝试解得： rM 
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3.4   磁标势法 

例3.4 半径为 a 的长导体薄圆柱壳,沿轴线切成两半,彼此绝缘,电势分别

为V，求该柱面内外的电势分布。 

解 本问题的两半圆柱壳均为等电势面.在两狭
缝处置入长直线电流，强度相同，流向相反。可
证明磁力线与圆柱面垂直，该面为等磁势面。因
此，待求电场与该磁场具有同样的形式，即  
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从上述两式积分得到同样结果： 

理由： / x 和  / y 为同一个电势函数(x,y)的偏导数 
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