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引 言

   按量子力学基本原理，体系的状态用波函数描述，
力学量用线性厄米算符表示。前面所使用的波函数及
力学量算符是以坐标这个力学量算符的本征值为变量
写出它们的具体形式的。那么，是否还可以选择其它
力学量算符的本征值作为变量而写出波函数及力学量
算符的具体形式呢？回答是肯定的。这就是说量子力
学中波函数和力学量算符的描述方式不是唯一的，这
正如几何学中选用坐标系不是唯一的一样。坐标系有
直角坐标系、球坐标系、柱坐标系等，但它们对空间
的描写是完全是等价的。

量子力学中态和力学量的具体表示方式称为表象
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    Matrix representation of formula for 
    quantum mechanism

n 4.4  幺正变换
   Unitary transformation
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重
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的
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◆    二个表示： 
 态在任意表象中的表示；

 算符在任意表象中的表示。 
 

◆三个公式： 在任意表象中
的表示

平均值公式
本征值方程
薛定谔方程

◆   狄喇克符号及应用

◆   幺正变换的基本性质

表象的定义 ◆    一个定义： 

◆    产生算符、湮灭算符、粒子数算符及它 们
的物理意义
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矩阵力学

主要数学工具 矩  阵
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§4.1   态的表象

动量算符本征函数： 




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
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i
P r

P r e   组成
完备系

展开系数

构成付
里叶变
换与逆
变换

    从数学上讲，知道其一, 必可唯一地求出另一。

   从物理角度看，      描述粒子状态，那么            
也可用于描述粒子同一状态。

 
( , )r t


( , )C P t

任一状态     可按其展开：
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       称为坐标表象中的状态波函数，         称
为动量表象中的状态波函数。
( , )r t 

( , )C P t


§4.1   态的表象（续１）

             物理意义？( , )C P t


2( , ) r t              是在       所描写的状态中，测量

粒子的位置所得结果为     的几率。

( , )r t 
r

2
( , )C P t


              是在      所描写的状态中，测量

粒子的动量所得结果为   的几率。

 ( , )r t
P


两者从不同的侧面描写粒子的状态,  给出了粒子的
不同信息（力学量   和   的信息）。r


P

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证 1 *( , ) ( , )   x t x t dx
[ ( , ) ( ) ]*[ ( , ) ( ) ]p pC p t x dp C p t x dpdx     

( , )* ( , )C p t C p t dp 

( )p p  

（归一化条件）

命题 若      是归一化波函数，则       也归一。( , )C P t


( , )r t 
§4.1   态的表象（续２）

( , )* ( , )C p t C p t dpdp   

( , ) ( , ) ( ) ( )p pC p t C p t dpdp x x dx  
    
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2．Q 表象

力学量算符   的正交归一的本征函数完备系：      ( )nu rQ̂

任一状态     可按其展开：

 rdtrruta nn
 3* ),()()( 展开系数：

   由上述两式给出了       与        函数集之间

的相互变换关系，将         写成矩阵

( , ) r t  ( )na t
 ( )na t

本征方程： ˆ ( ) ( )n n nQu x q u x

§4.1   态的表象（续３）
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a t

q t
a t
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 
 
 
 
 





),( tr

          给出在       态中测量粒子的力学量Q 取

值的几率
nq

2( )na t ( , ) r t

     对于       与      ，知道其一就可求得另一，

因而       与      描述粒子同一状态。      是粒

子状态波函数在Q 表象中的表示，称为Q 表象波函数

( , ) q t( , ) r t
( , ) q t ( , ) q t( , ) r t

§4.1   态的表象（续４）
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





1

2 1)(
n

n ta 1),( 32 rdtr 归一化条件

( , ) ( , ) 1q t q t   （归一化条件的矩阵
    表述形式）

以上讨论可推广到 Q 有连续谱的情况。

粒子处于一维无限深势阱的基态：

   1
2sin 0   x x x a
a a

求该态在动量和能量表象中的表示形式。

Ex.1.

§4.1   态的表象（续５）

注
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 
 1/ 2
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
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 



i px

p x e动量本征函数

Solve 选择动量表象:

1
0

( ) ( ) ( )
a

px C p x dp  
展开系数：      1    pC p x x dx

 1/ 2 0

1 2 sin .
2

ia px
x e dx

a a





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

2 2 2 2

1
/

i pa
a e

p a




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 

§4.1   态的表象（续６）
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能量表象：

  2sin  n
nx x

a a
本征函数

     1  n n
n

x a E x

    nnn dxxxEa ,1
*

1 )(   
可见能量算符的本征函数在能量自身表象中取δ
符号形式。

§4.1   态的表象（续７）
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基态的表示

1

1
0
0

A

 
 
 

  
 
 
 

   一般结论: 力学量算符属于分立本征值的本征函数
在该力学量自身表象中为一δ符号, 其矩阵为单位元
矩阵。

       能级态的表示n

0

0
1
0

nA

 
 
 
 

  
 
 
 
 





第n行

§4.1   态的表象（续８）
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Ex.2:

 3/2
1

2
 


 




i p r

P
eSolve： 自由粒子动

量算符的本
征函数

3( ) ( ) ( ) 
  

 
P P
r C P r d P

( ) ( ) ( )   


   

  
P P

C P r r d

  求自由粒子动量算符   具有确定本征值    
的本征函数在动量自身表象中的形式

̂
P 


P

Ch.4 The representation for
 the states and dynamical variable

( ' ) 
 
P P

  动量算符   具有确定本征值    的本征函数:
̂
P 


P

可见，动量算符具有确定本征动量值   的本征函数
在动量自身表象中是以动量  为变量的δ函数。

P 


P


§4.1   态的表象（续９）
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动量算符的本征方程

� ( ) ( )P P P P P P     
     

一般结论: 力学量算符属于连续本征值的本征函数在
该力学量自身表象中为一δ函数。

Ch.4 The representation for
 the states and dynamical variable

在坐标表象中，坐标算符　 的本征函数x̂同样

( ) ( )x x x x   

§4.1   态的表象（续１０）

)'(')'(ˆ xxxxxx  本征值方程:

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



    Chap.4  The representation for
 the states and dynamical variable

18

以上讨论与三维矢量空
间矢量的表示很类似。

Hilbert空间与态矢量


















3

2

1

A
A
A

A

在三维矢量空间选一组正交

归一完备基  1 2 3, ,e e e  
1e
 2e



3e


A


1A
2A

3A

( , 1, 2,3)i j. iji je e  
正交归一条件

§4.1   态的表象（续１１）

1 1 2 2 3 3  
   A Ae A e Ae

3

1

 
i i

i

Ae
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Hilbert空间：满足态迭加原理的状态全体构成的复
             线性空间                  

态矢量： Hilbert空间中的矢量，即体系的状态波
        函数视为一个矢量称为态矢量（简称态矢）

    力学量算符   的正交归一完备函数系         

构成Hilbert空间中的一组正交归一完备基底。

Q̂ { ( ) }nu x

    


 n m nm
u x u x dx

任一态矢 





1
)()(),(

n
xnutnatx

§4.1   态的表象（续１２）

注意： 由于波函数必须归一化，因而态矢的大小一
定，不同的态矢只是方向不同。
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( , )x t

1( )

( , )
( )n

a t

Q t
a t



 
 
 

  
 
  
 





     ,n na t u x x t dx 

表象与几何空间坐标系的比较

§4.1   态的表象（续１３）
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量子力学表象 几何空间坐标系

某一表象本征态矢量 某一坐标系的一组基矢

  　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

     1 2, , ,nu x u x u x  1 2 3, ,e e e  

   m n mnu x u x dx   正交
归一

正交
归一i j ije e  

 

     , n n
n

x t a t u x



3

1 1 2 2 3 3
1

i i
i

A Ae Ae Ae Ae


   
    

     ,n na t u x x t dx  i iA Ae
 

量子态矢量： 

 

 

1

n

a t

a t


 
 
   
  
 





矢量: 

1

2

3

A
A A

A

 
   
 
 

§4.1   态的表象（续１４）
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１．选定一个特定  表象，就相当于在Hilbert空间
中选定一个特定的坐标系,力学量算符   的正交归一
完备函数系       构成Hilbert空间中的一组正交归
一完备基底。

Q̂
{ ( ) }

n
xu

Q

２.任意态矢量     在   表象中的表示是一列矩阵，
矩阵元     是态矢量     在   算符的本征矢      
上的投影。

Q̂ ( )nu x
  x Q

( )na t   x

　　3．选取不同力学量表象，就是选取不同完备正交基
底，态矢的表述具有不同矩阵形式，这就是态的不同
表象波函数。

结 论

§4.1   态的表象（续１４）
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作业

４．１

４．２

§4.1   态的表象（续１5）
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4.2 算符的矩阵表示

力学量算符在坐标表象与动
    量表象中的表示

2 2

2

ˆ

ˆ

ˆ
2

x

x x

P i
x

T
m x








 






坐 标 表 象 动 量 表 象

m
pT

pP

p
ix

x

xx

x

2
ˆ

ˆ

ˆ

2








 
问题

力学量算符

在   表象中如

何表示？

F̂
Q

    在坐标表象中，力学量 F 用算符           表

示，设   作用于       得到        。

ˆ( , )F x i
x






F̂ ( , )x t ( , )x t

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



    Chap.4  The representation for
 the states and dynamical variable

25

（1）ˆ( , ) ( , ) ( , )F x i x t x t
x
 

 

即


m

mm xutatx )()(),( ( , ) ( ) ( )m m
m

x t b t u x 

   选定力学量   表象，  算符的正交归一的本征函

数完备系记为

Q Q̂
{ ( )}

n
xu

将      和       分别按函数系       展开( , )x t ( , )x t { ( ) }
n
xu

代入坐标表象表达式（1）

 



m

mm
m

mm tu
x

ixFtatutb )(),(ˆ)()()( 

以      乘该式，对  全部范围积分* ( )nu x x

4.2   算符的矩阵表示（续１）
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   * * ˆ( ) ( ) ( )( ) ( , ) ( )m n m m n m
m m

b t u x u x dx a t u x F x i u x dx
x


 
   

mn 记为
m nF


m

mnmn taFtb )()(

1 111 12 1

2 221

1 2

() ()

() ()

() ()

m

n n nmn m

b t a tF F F
b t a tF

F F Fb t a t

    
    
    
    
    
    
           

 


 
 

 

 F
记为

矩阵  和  分别是
波函数       和
      在Q 表象中
的形式。

 
( , )x t

( , )x t

Q表象的表
达方式

4.2   算符的矩阵表示（续2）
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讨 论 1．        是厄米矩阵)( mnFF 

Prove：  dxxuFxuF mnnm )(ˆ)(*

** ˆ( ) ( )nm n mF u x Fu x dx   

显而易见，对角矩阵元为实数 *
n n nnF F

可见，算符   在Q表象中是一个矩阵         ，其矩
阵元为

F̂ ( )mnF F

 


 dxxu
x

ixFxuF mnnm )(),(ˆ)(* 

 FF 即   是厄米矩阵。F

4.2   算符的矩阵表示（续3）

* ˆ( ) ( )m nu x Fu x dx  mnF
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2．力学量算符在自身表象中的矩阵是一个对角矩阵。

*

*

ˆ( ) ( )

( ) ( )

nm n m

n m m m nm

Q u x Qu x dx

u x q u x dx q 



 





1

2

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

n

q
q

Q
q

 
 
 
 
 
 
 
 





* ˆ( ) ( , ) ( )qg q gF u x F x i u x dx
x


 
 

3．当   具有连续本征值谱  时，力学量算符的表
示矩阵元

Q̂ q

( )qgF F

4.2   算符的矩阵表示（续4）
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               在Q 表象中乃是一个矩阵，不过其行列不再
是可数的，故用连续变化的下脚标表示。

F̂

求力学量算符矩阵的关键是求其矩阵元

　Ex：设一维粒子Hamilton量 

 1、求x表象中x,p和H的“矩阵元”，

 2、求p表象中x,p和H的“矩阵元”。

 xV
m
pH 
2

2

   ' 'xu x x x 

Solve： 1、 在   表象中， 的本征函数x̂x

4.2   算符的矩阵表示（续5）
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       ' "
' " ' ' "

x x
x x x x x x dx x x x      

   p p p p   

2、在   象中，  算符的本征函数p̂p

4.2   算符的矩阵表示（续6）

       ' "
' " ' "

'x x

d dp x x i x x dx i x x
dx dx

         
   

       
2 2

2' "
' " ' ' "

2 'x x

dH x x V x x x
mdx

    

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 

   

 

       

     

*
' ''' "

' "

2

' "

ˆ( ) ( )

' "
'

ˆ " ' ' "

' " ' "
2 '

p pp p

p p

p p

x p x p dp

dp p i p p dp
dp

di p p
dp

p p p p p p dp p p p

pH p p V i p p
m p

 

 



  

 



   

 

    

 
     













4.2   算符的矩阵表示（续7）
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 1),(),(* dxtxtx  





1

2 1)(
n

n ta

1．归一化条件

4.3 量子力学公式的矩阵表示

( , ) ( ) ( )  n n
n

x t a t u x

1    

 

 

1

1 1n
n

a t

a t a t
a t



 
 
 

 
 
 
 


 


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2、平均值公式

dxtx
x

ixFtxF ),(),(ˆ),(* 



  

�( ) ( ) ( ) ( )m m n n
nm

a t u x Fu x dx a t     
)()( taFta nmn

nm
m 

* * ˆ( ) ( ) ( ) ( )   m m n n
m n
a t u x F a t u x dx

 FF 

4.3 量子力学公式的矩阵表示（续1）
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 

11 12 1 1

21 12 1 2
* *
1

1

( )
( )

( ), , ( )
( )

   
   
   
   
   
   
   
   

 
 

       
  

     

n

n

m

m mn n

F F F a t
F F F a t

F a t a t
F F a t

其中　　　　　 ˆ( ) ( )mn m nF u x Fu x dx  为算符　 的矩阵元�F

在  表象中：F̂ )()(ˆ xuxuF nnn 

dxxuFxuF nmmn )(ˆ)(* * ( ) ( ) m n nu x u x dx  n mn

（续7）

4.3 量子力学公式的矩阵表示（续
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1 1

2 2
* *
1

0 0 0 0 ( )
0 0 0 0 ( )

( ( ), , ( ) ) 0 0 0 0
0 0 0 0 ( )
0 0 0 0






  
  
  
  
  
  
  
  

   

 

n

n n

a t
a t

F a t a t
a t


n

nn taF 2)(

4.3 量子力学公式的矩阵表示（续3）
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3、本征值方程

),(),(),(ˆ txtx
x

ixF  



 
在Q表象中，其矩阵形式为：

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

m

m

n n nn m n

F F F a t a t
F F F a t a t

F F F a t a t


     
     
     
     
     
     
     
     

 
 

      
 

      

（1）

移项得：

4.3 量子力学公式的矩阵表示（续4）
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（2）

此式即为线性齐次方程组：

非零解的条件是系数行列式等于0，即久期方程：

4.3 量子力学公式的矩阵表示（续5）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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求出本征值

( 1, 2, ) i

将每个   值分别代入矩阵方程（1）或（2），求
出　　　　　　　　, 即得本征函数  1 2( ), ( ),i ia t a t 

i

1
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i

i i

a
u a

 
   
 
 

( 1, 2, ) i 这样变解微分方程
为解代数方程。

4.3 量子力学公式的矩阵表示（续6）
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 

    Ex.  已知在   和   的共同表象中，算符   和 
    的矩阵分别为

2ˆ ˆ
zL L ˆ

xL ˆ
yL

求它们的本征值和归一化的本征函数，最后将矩阵
   和   对角化。 x yL L

a
b
c


 
   
 
 

 本征方程为 ˆ
xL 

Solve: 设   的本征值为         ,本征波函数为2
2

 
ˆ

xL

4.3 量子力学公式的矩阵表示（续7）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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 要使本征波函数不为零，亦即要求a,b,c不全为零，
其条件是（1）中的系数矩阵的行列式为零。 
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4.3 量子力学公式的矩阵表示（续8）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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当          时， 由（2）有1 2 

4.3 量子力学公式的矩阵表示（续9）
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由归一化条件:

4.3 量子力学公式的矩阵表示（续10）
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4.3 量子力学公式的矩阵表示（续11）
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4.3 量子力学公式的矩阵表示（续12）
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4.3 量子力学公式的矩阵表示（续13）
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   类似地, 可求出   的本征值、归一化的本征函数
系和对角阵。 

ˆ
yL

本征值 1 2 3, 0,     

4.3 量子力学公式的矩阵表示（14）
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yL 的对角矩阵：
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4.3 量子力学公式的矩阵表示（续15）
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4.3 量子力学公式的矩阵表示（续17）
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4.4 幺正变换

   mn m nF x F x dx 


为了找到   和   的联系，将      按     展开：mnF F ( )x  xm

1、幺正变换

设算符   的正交归一
本征函数系为   

Â
  n x

算符  的正交归一本
征函数系为   x

B̂

   F x F x dx   


   n n
n

x S x   （1）

)()( xSx m
m

m
   

（2）

   讨论波函数和力学量从一个表象变换到另一个
表象的一般情况

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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其展开系数为： ( ) ( )n nS x x dx  
( ) ( )m mS x x dx    

（3）

（4）

 A B表象 表象

由    为矩阵元所构成的矩阵称为变换矩阵。通过

（1）和（2）就把   表象的基矢      变换为  

表象的基矢      。

nS 

( )n x
( )x

A B

由    　和     的正交归一性有： )(x )(x

( ) ( )x x dx     
( ) ( )m m n n

nm
S x S x dx   

4.4    幺正变换（续1）
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( ) ( )m n m n
nm
S S x x dx     

( )m n mn m m
mn m
S S S S      

( )S S 
 ISS 

同理 ( )n m n mS S S S   
 

  
' ' '( ) ( ) ( ) ( )n mx x dx x x dx 



   
 

 

 

 

4.4    幺正变换（续 2）
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( ) ( )m mx C x 


 
( ) ( )m mC x x dx  






 
( ) ( ) ( )n m m nS S C x x d x   

 

 
 


  

m(x)将　　　按　　　展开: (x)

( ) ( )n mx C x dx 


 
 


  ( ) ( )n mx x dx 

 




m n

( )n m nmS S    SS I 

S S SS I   1S S 

4.4    幺正变换（续 3）
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即  是幺正矩阵，由幺正矩阵表示的变换称为幺正
变换
S

结论:  一个表象到另一个表象的变换是幺正
变换。

2． 力学量的表象变换

力学量   在表象A中的表示矩阵：F̂  F F

在表象B中的表示矩阵：  m nF F 

ˆ( ) ( )F x F x d x    

ˆ( ) ( )m n m nF x F x d x   

4.4    幺正变换（续 4）
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ˆ( ) ( )m n m nF x F x d x   
ˆ( ) ( )m nS S x F x d x   



   

m nS S F  


 ( )mnS FS

此为力学量  从表象A变换到表象B的变换公式F̂

'F S FS

4.4    幺正变换（续 5）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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3. 态的表象变换 

任意态矢量 ( , )u x t

 

 

1

n

a t

a
a t

 
 
 
 
 
 





 

 

1b t

b
b t

 
 
 
 
 
 





4.4    幺正变换（续 6）

在A表象中：{ }n 在B表象中：{ }

?

如何变换

     , n n
n

u x t a t x      ,u x t b t x 




高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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   m ma t S b t 




4.4    幺正变换（续 8）

       n n
n
a t x b t x 



  
两边左乘       ,并对　 积分 ( )m x  x

( ) ( )m n mnx xdx    ( ) ( )m mS x x d x  

           n m n m
n
a t x x dx b t x x dx 



   
   

写成矩阵形式:

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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 
 

 

 
 

 

1 11 12 1 1

2 21 22 2 2

1 2

..... ......

..... ......
........ ..... .... ..... .... ...... ......

..... ......
..... ..... ..... .... ...... ...............
m m mm

a t S S S b t
a t S S S b t

S S Sa t b t





 

    
    
   
   
   
   

      







简写为 Sba  从B表象变换到A表象 

从A表象变换到B表象 1b S a S a  反之，

4.4    幺正变换（续 9）

4.幺正变换的两个重要性质

（1）幺正变换不改变算符的本征值

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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      在  表象中的矩阵为   ,本征矢为FF̂ B b

算符  在  表象中的矩阵为  ,本征矢为FA aF̂

4.4    幺正变换（续 10）

F b b 本征方程

1 1S Fa S a 

1b S a
1F S FS   1 1 1S FS S a S a  

本征方程 Fa a （1）

Fa a （2）

本征值不变比较(1)、(2) 式,可知   

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研
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F S FS 

SpA= nn
n
A

由此定义有: Sp(AB C)=Sp(C BA) 

   Sp ' =Sp =Sp =SpF S FS SS F F 

故迹不变，  的迹等于　 的迹 F  F

4.4    幺正变换（续 12）

（2）幺正变换不改变矩阵的迹
   矩阵A的对角元素之和称为矩阵A的迹，以    表
示，则 

SpA
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态矢量 ─ 微观体系的状态用一种矢量来表示，这种
矢量称为态矢量 （一般是复矢量）

态矢量空间 ─ 由一切可能的态矢量所构成的一种抽
象的线性空间，称为态矢量空间 (希尔伯特空间)。 

对偶态矢量空间 ─ 由共轭态矢量所构成的线性空
间称为对偶态矢量空间。

一、狄喇克符号的引入

4.5 狄喇克符号

刃矢    ─ 表示态矢量空间中一个态矢量,又称为
           右矢(ket)

刁矢    ─ 表示对偶态矢量空间中一个态矢量,又
           称为左矢（bra）  

在 ket、 bra中加入符号，可用于表示某具体的态

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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

1

n

a

a

 
 
 
 
 
 





,...),,( *
3

*
2

*
1 aaa

  在Q表象中的表示

  在Q表象中的表示

        表示波函数   所描述的共轭状态

即     表示波函数  所描述的状态

力学量的本征态，常用本征值或相应的量子数来表示： 

坐标算符的本征态    （   为   的本征值） 'x 'x x̂▲

动量算符的本征态      （   为   的本征值）'P P̂


'P▲

          能量算符的本征态    或     （   为   本征值）nE n nE Ĥ▲

4.5 　狄喇克符号（续１）
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 ★  坐标算符的本征函数正交归一化条件：

' ( ')x x x x 
★  动量算符的本征函数正交归一化条件： 

( ')P P P P  

则其正交归一化条件为 mnnFmF 

对连续值谱，正交归一化条件为： )'('  FF

Ex:

若力学量算符  的本征矢记为    ，本征值为F̂ nF nF

 ★    和   的共同本征函数正交归一化条件： 
2L̂ zL̂

' '' ' l l mmlm l m  

4.5 　狄喇克符号（续３）
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三、态矢量在具体表象中的表示

分立谱情况： 
考虑   表象，  的正交归一本征矢为   Q̂Q̂  n

任意态矢   按     展开   n n
n

a n 
             是    在基矢    上的分量              na n  n

1

2

1
2

n

a
a

a n







  
  
  
   
  
  

      

 

 

由 构成   在Q表象中的表示。

4.5 　狄喇克符号（续４）

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



    Chap.4  The representation for
 the states and dynamical variable

66

1
n
n n    基矢的封闭性关系 

由于态矢   是任意的，由上式给出。 

连续谱情况： 基矢用    表示

   da
利用                可得)'('    a

d      


n

nn 
(1)

封闭性关系：   1 d

4.5 　狄喇克符号（续５）
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有分立谱又有连续谱的情况，封闭性关系： 

  
n

dnn 1

Ex. 坐标本征函数    的封闭性x 1x x dx 
pEx. 动量本征函数   的封闭性 1p p dp 

标积关系


n

nn
m

mm 分立谱情况：


n m

mmnn 

4.5 　狄喇克符号（续６）
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 dxxx 例如坐标表象

连续谱情况 d    

),( txxbx  

),( txxax  令 

   x x dx   

  









n m
nm mn  

n
nn 

4.5 　狄喇克符号（续７）
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四 、 公 式 的 表 示

 
m n

nnFmmFF  ˆˆ


mn

nnFmm  ˆ 
mn

nmnm aFa*

1．平均值

                   ( F 为本征值 ) FF ˆ
在Q 表象中，用   的本征刁矢    左乘Q̂ m

 mFFm ˆ

2．本征值方程：

利用基矢    的封闭性： m  
n

nn 1

4.5 　狄喇克符号（续８）
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mn n mn n
n n
F a F a   

n
nmnmn aFF 0)( 

上式可写成 ˆ
n n

m F n n F m n n  

mn
mnF nan 

ˆ
n n
m F n n F m n n  

3．薛定格方程  H
t

i ˆ



在　表象中，以    左乘 mQ

4.5 　狄喇克符号（续９）
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



n

nmnm taHta
t

i )()(

 Hmm
t

i ˆ



利用封闭性           可得 
n

nn 1




n
nnHmm

t
i  ˆ

nHmHmn
ˆ

ma m na n

4.5 　狄喇克符号（续1０）
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哈密顿算符：       （1）22
2

2
1

2
ˆˆ xpH 



1．算符   、   的引入 â â

令                                                                                                                                                

ˆ ˆ( )
2

ˆ ˆ ˆ( )
2

x a a

p i a a



 






 



  




   （3）

本征能量：                                    （2）





 

2
1nEn

4.6 线形谐振子与占有数表象
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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则    

1 ˆ ˆ( )
2

ˆ ˆ ˆ( )
2

x a a

p i a a








  

   




2

2

ˆ ˆ
2

ˆ ˆ
2

ia x p

ia x p









      


      





或 
















 







 



dx
dxa

dx
dxa

2

2

1
2

ˆ

1
2

ˆ







令     









































d
da

d
da

2
1ˆ

2
1ˆ

（4）

（注意）    不是厄米算符 )ˆˆ( aa â

记   

 

4.6 线形谐振子与占有数表象（续1）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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2．   、  的对易关系â â

ˆ ˆ[ , ] 1a a  


























 













d
d

d
d

d
d

d
daaaa ))((

2
1ˆˆˆˆ

111
2
1 2

2
2

2
2 





















d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

Prove:

4.6 线形谐振子与占有数表象（续2）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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3． 　、  的物理意义â â

在坐标表象中，线性谐振子哈密顿算符  的本征函数Ĥ
2 21

2( ) ( )
x

n n nx N e H x


 



2/1

!2 









n
N

nn 


)(
2

)(ˆ
2

2
1







n
n

n He
d
dNa













)(
2

)(
2

22

2
1

2
1






n
n

n
n He

N
H

d
de

N 


21
2( ) ( )n n nN e H


  


或

4.6 线形谐振子与占有数表象（续3）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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)(
2

)(ˆ
2

2
1







n
n

n He
d
dNa










  

2

2
1

)()(2
2





 eHH

N
nn

n

利用
1 1

1

2 ( ) ( ) 2 ( )
( ) 2 ( )

n n n

n n

H H nH
H nH
   
 

 



 
 

21
2

1 1
1

ˆ ( ) 2 ( ) 2 n
n n n n

n

Na nN e H n
N


   



 


 

21
2

1 1
1

1 1ˆ ( ) ( )
2 2

n
n n n n

n

Na N e H
N


   


 



 

4.6 线形谐振子与占有数表象（续4）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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因    )1(2,
2
1

11




n
N
N

nN
N

n

n

n

n

如果不用具体表象，用Dirac符号表示态矢，以上两结果可写为
















)(1ˆ

)(ˆ

1

1





nn

nn

na

na
故 （6）

（8）

（7）ˆ 1

ˆ 1 1

a n n n

a n n n

 

  

4.6 线形谐振子与占有数表象（续5）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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     　　　、    　和     　都是谐振子哈密顿算符   的本

征刃、分别对应于本征值 

n 1n 1n Ĥ

1 1n n nE E E 、 、

这个能量单位可视为一个粒子。   是   个能量为     的粒

子的总能量加上零点能。  

nE n

   

由            

可

知

能

量   

等

于    

的 　

倍

加

零

点

能     

　　

　

。

谐

振

子

的

能

量

只

能

以    

为

单

位

改

变。 

　本征态  　表示体系在这个态中有n个粒子。（7）式说明经

算符  作用后，体系由状态  　变到状态      ，即粒子数减

少一个，所以称   为粒子的湮灭符。同理，称   为粒子的产

生算符。 

n
â n 1n

ââ

4.6  线形谐振子与占有数表象（续 6）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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由  ˆ 1a n n n 

ˆ 1 1a n n n   

ˆ 0 0a 0n 

0n  ˆ 0 1a 

ˆ ˆ ˆ0 1 2 2a a a   

   3 2
ˆ ˆ ˆ ˆ0 0 2 2 3! 3a a a a     

ˆ( ) 0 !na n n 


1 ˆ( ) 0

!
nn a

n


4.6  线形谐振子与占有数表象（续 7）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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4．粒子数算符

利用     )ˆˆ(
2
1ˆ  aax


)ˆˆ(
2

ˆ  aaiP 

能量算符   
22

2

2
1

2
ˆˆ xpH 

 )

2
1(  aa

而      nnnannaanN   1ˆˆˆˆ

aaN ˆˆˆ 引入算符

)
2
1ˆ(ˆ  NH则能量算符 可

见，  

的

本

征

值

为

粒

子

数

　

，

因

而，  

称

为

粒

子

数

算

符。 

4.6  线形谐振子与占有数表象（续 8）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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5．占有数表象和算符矩阵 

























.......

.......
003000
000200
000010





a

â 的矩阵元 , 1ˆ 1 n nn a n n n n n     

　　以粒子数算符  的本征态矢  　为基矢构成的表象

称为占有数表象。 

nN̂

4.6  线形谐振子与占有数表象（续 9）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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























......
00300
00020
00001
00000






a

1,111ˆ 
  nnnnnnnan â 的矩阵元

        的矩阵元   N̂ nnnnnnnNn ,
ˆ

 

























......
03000
00200
00010
00000






N

4.6  线形谐振子与占有数表象（续 10）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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

























.....

0
2
500

00
2
30

000
2
1













H

Ĥ 的矩阵元

nnnnNnnHn ,)
2
1()

2
1ˆ(ˆ

  

4.6  线形谐振子与占有数表象（续 11）
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一维谐振子处于基态，求它的      及       ，

并验证测不准关系。

2)( x 2( )xp

Solve：

[方法一] 谐振子的波函数： )(
22

2
1

xHeNn n

x

n 



1/21/2

,
2 !n n

N
n

 


         

由厄米多项式的递推公式

0)(2)(2)( 11   xnHxxHxH nnn 

推得谐振子波函数的递推公式

Ex1.

4.6  线形谐振子与占有数表象（续 12）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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)111(
2
1

 nnnnnx


 2
2

1 ( 1) 2 (2 1) ( 1)( 2) 2
2

x n n n n n n n n n


        

1
2
10


x

)220(
2

10 2
2 


x

由此得：

010
2
10ˆ0 


xx

 2 2
2 2

1 1ˆ0 0 0 0 2 0 2
2 2

x x
 

   

4.6  线形谐振子与占有数表象（续 13）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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2

2222

2
1)()(


 xxxxx

推得：   111
2

nnnnn
dx
d 

  2)2)(1()12(2)1(
2

2

2

2

nnnnnnnnn
dx
d 

1
( ) 2 ( )n

n
dH x nH x
dx 又由

由此得：  1
2

0 
dx
d  02|2

2
0|

2

2

2




dx
d

，

4.6  线形谐振子与占有数表象（续 14）
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0000|ˆ|0 
dx
diPP xx 

 

2
2 2 2

2

2 2 2 2

ˆ0 0 0 0

0| 2|2 |0
2 2

x x
dp p
d x

 

     

    



 

2
)(

22
222 
 xxx ppp

4)()( 222  xpx 测 不 准 关 系

4.6  线形谐振子与占有数表象（续 15）
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[方法二]   )ˆˆ(
2

ˆ),ˆˆ(
2
1ˆ   aaipaax x




 

 

2
2 2

2 2 2 2
2

1ˆ | 0 |1
2
1 1ˆ ˆ ˆ| 0 ( ) |1 | 0 2 | 2

2 2

ˆ ˆ ˆ| 0 ( ) | 0 |1
2 2

ˆ ˆ ˆ| 0 ( ) |1 | 0 2 | 2
2 2

x

x

x

x a a

p i a a i

p a a



 
 

 







  

     

    


     


 

 

4.6  线形谐振子与占有数表象（续 16）
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2 2
2

2 2
2 2

1ˆ ˆ0| |0 0 , 0| |0
2

ˆ ˆ0| |0 0 , 0| |0
2x x x x

x x x x

p p p p




         
        



2 2
2 2 2 2 2 2

2

1( ) , ( )
2 2x x xx x x p p p 


       


4
)()(

2
22 
 xpx 测 不 准 关 系

4.6  线形谐振子与占有数表象（续 17）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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Ex2．折合质量为，力学量常数为K的谐振子受到微扰

试推导此谐振子第n个本征态的一级修正能量。

43 bxaxH 

Solve：

零级波函数  )(|
22

2
1

xHeNn n

x

n





 k







 2

21



　　[方法一] 谐振子在物理中是一个重要的物理模型，本
题处理非简谐振子问题，由于能量是非简并的，故可用非简
并微扰理论讨论。

4.6  线形谐振子与占有数表象（续 18）
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一级能量修正： 

(1) 3 4ˆ| | | | | |nE n H n a n x n b n x n     

由厄米多项式的递推公式：

1 1( ) 2 ( ) 2 ( ) 0n n nH x xH x nH x      




2
2

1| ( 1) 2 (2 1)
2
( 1)( 2) 2

x n n n n n n

n n n


     

   

  11)1|
2
1| nnnnnx


可得到

4.6  线形谐振子与占有数表象（续 19）
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3 2| || || |
m

n xn x n m m x n     
    nxmmm mnmn

m
||1

2
1 2

1,1, 


  nxnnnxnn ||1||11
2
1 22


0

24 2| | || | |
m

n x m m x nn x n     
. 22

2
, 2

1 ( ( 1) (2 1)
2

( 1)( 2) ) | |

n m nm

n m

m m m

m m m x n

 








   

    



4.6  线形谐振子与占有数表象（续 20）
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[方法二] 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] 1 . 1a a ie aa a a    




4 4 4 2 2 2
4

2 2

1 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(4 ) 6
4

ˆ3(2 ) 3

x a a N a Na N

a a N


 



     

   

 
3

3 3 31 ˆˆ ˆ ˆ4 3( )
2

x a a a a N


      
 

算得：

)ˆˆ(
2
1ˆ  aax


利用

4.6  线形谐振子与占有数表象（续 21）
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4 4 2
2

1ˆ| | (6 6 3)
4

x n x n n n


     

 nxnbnxnanHnHnn ||||ˆ| 43

)122(
4
3 2

2  nnb


)122(
4
3 2

2
)1(  nnbHE nnn 

3 3ˆ| | 0x n x n   
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