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第一章   电磁现象的基本规律（12课时） 

节次 节    名 小节标题 

1.1 场论和张量分析 
线性正交坐标变换，张量的定义，由矢量和张量构成的不变量
(标量)，三维张量的乘法运算，三维张量微分，正交曲线坐标系，
高斯定理、斯托克斯公式和格林公式，－函数 

1.2 电磁场的数学描述 麦克斯韦方程组，关于场源，电磁性能方程，导体中的自由电荷
和传导电流 

1.3 边值关系 麦克斯韦方程的积分形式，边值关系，边值关系和边界条件 

1.4 
电磁场的能量、动量和
角动量 

电磁场对带电体的力和功率，电磁场的能量及能量守恒，电磁场
的动量及动量守恒，电磁场的角动量及角动量守恒，电磁场介
质系统的能量、动量和角动量分析，线性各向同性介质界面上的
能量动量守恒关系，电磁场热力学方程  

1.5 麦克斯韦方程的完备性 完备性的含义，电磁场解的唯一性定理，几点说明 

 加入场论和张量分析一节，为本书做好基本数学准备 

 回顾和综述电磁现象的基本规律 

 边值关系及其与边界条件的区别和联系 

 论述麦克斯韦方程的守恒性和完备性 

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研
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1.1   场论和张量分析 

1. 问题的由来 
 为描述时空中的物质运动，必须 
a) 引入参考系(4维)和坐标系(3维) ─ 实现对时空的定量描述 
b) 引入物理量 ─ 实现对物质运动的定量描述 
c) 建立相关物理量的联系 ─  基本物理规律 
 物理要求 
a) 限于三维位置空间─ 物理量和物理规律与位置空间坐标系选择无关 
b) 进入四维时空 ─ 物理量和物理规律与参考系选择无关(相对性原理) 

 实现途径 
a) 物理量必须是在参考系或坐标系变换下的不变量  张量 
b) 物理规律可以写成张量形式（不变形式） 
c) 需要用到场论和张量分析的基本概念和数学工具 

 两种学习方式： 
a) “渐进式”：系统、严谨学习一门知识，如所有课程学习 

b) “查阅式”：默认和跳过大部分内容，查到并学懂相关部分，满足特定需
要 

c) 场论和张量分析作为一个训练“查阅式”学习能力的平台 

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



2012/3/24 第一章  电磁现象的基本规律 3 

1.1   场论和张量分析 

2. 笛卡儿坐标正交线性变换下的张量概念 
 一般张量及其运算的定义：在任意坐标变换下不变 

 本教材为何限于笛卡儿坐标的正交线性变换？ 
a) 简单：基矢为常单位矢量，彼此正交；变换矩阵为常数矩阵 
b) 不妨：张量概念与坐标变换具体形式无关（限于欧几里得空间） 
c) 实用：狭义相对论的洛伦兹变换属于正交线性变换 

 三维位置空间中曲线坐标系下的张量微分运算 
a) 在直角坐标系下成立的张量微分恒等式，在所有曲线坐标系下成

立（“下标法”） 
b) 如果要写出张量微分的具体表达式，必须采用直角坐标与曲线坐

标之间的变换关系（既非线性又非正交） 
    张量分析参考读物： 
[1] 黄克智等，张量分析，2009，北京：清华大学出版社 
[2] 余天庆，毛为民，张量分析及应用，2006，北京：清华大学出版社 
[3] 吕盘明，张量算法，2008，合肥：中国科学技术大学出版社 
[4] 胡友秋，曲线坐标系，2010，内部材料（qxzbx.pdf） 
【备注】本课程勿需实施曲线坐标系下的张量微分运算，可暂时跳过 

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研
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1.1   场论和张量分析 

3. 本节目的： 
 在直角坐标的正交线性变换下简介张量及其运算 
 回顾和介绍场论相关知识： 
 正交曲线坐标系（给出结果，不予证明） 
 高斯公式、斯托克斯公式和格林公式（推广） 
  函数（基本性质及其应用） 
 张量分析运算技巧 
 在直角坐标下推导和证明张量微分恒等式：“下标法”和“符号

法” 
 推导矢量和二阶张量的不变量 
 为狭义相对论铺垫：构建张量和张量微分方程（参见第8章） 

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研
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1.1   场论和张量分析 
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一   线性正交坐标变换 
1. N 维空间的坐标、基矢和位置矢量 
N ＝ 3：三维位置空间（物理学中的绝

大部分场论和张量分析限于该空间） 
N ＝ 4：四维时空（狭义相对论）  

),,2,1( Nixi 坐标： ),,2,1( Nii e基矢： 

iix ex 

(1.1.1) 
正交归一关系： 

位置矢量： （同指标求和） (1.1.2) 

1x

3x

1e

3e

坐标和基矢具有相对性，但要求位置矢量是绝对量 

提示:按对通常三维空间去理解N  维空间 

x

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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1.1   场论和张量分析 

2. 线性正交坐标变换 
    在 N 维空间引入线性齐次变换 

   要求实现位置矢量不变 

  长度不变(空间间隔不变） 

(1.1.3) jiji xax 
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 A 为正交矩阵，对应线性正交变换 

(1.1.4) 
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高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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1.1   场论和张量分析 

 逆变换公式：将 ail 乘上(1.1.3)对下标求和,得逆变换公式； 

 采用矩阵乘法的方式推导更为简洁：    

xxx   x    x  AAAA TT
(1.1.6) 

对上式再用一次条件(1.1.4): ,jllijiaa  IAA  T或 

(1.1.8) 

由基矢等于坐标梯度也可导出基矢变换关系： 

求得基矢的变换公式，与坐标变换式相同。新基矢也满足正交
归一关系： 

xeex  jjii xx

将逆变换式 iijiijjj xxax eee 

由xi 的任意性,必有 
jiji a ee 

ijjlilkljkilkjklilji aaaaaa  eeeeee
kjkjlili aa ee    ee  ,

  方向也不变（整个矢量不变） 

代入上式得 iijj xax 

)( jiji xax 

jijjijii axax ee 

jjii xax 

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研
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1.1   场论和张量分析 

(1.1.11) 

  位移分量变换和位移矢量的不变性（由变换的线性性质） 

,)1()2(

iii xxdx 

jiji dxaxd 
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(1.1.10) 

dxeeeeex  llljjlljilijliljijii dxdxdxaaadxaxdd 

4. 位移矢量的整体不变性： 

jiji xax 
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1. 定义： 

2. 变换： 

3. 位移矢量模不变即空间间隔不变： 

证明：  
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1.1   场论和张量分析 
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  位移分量变换矩阵和基矢变换矩阵转置互逆  张量概念的基础 

设位移分量变换矩阵为P，基矢变换矩阵为Q，则在矩阵表示下有： 
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充分必要条件：P 和Q 转置互逆 

IPQQP  TT 对正交线性变换，P＝Q＝A为正交矩阵，满

足转置互逆条件：ATA = ATA = I 
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i dxxd ee    
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1.1   场论和张量分析 

  变换矩阵的行列式及其推论 

  行列式的绝对值等于1 

1)(detdetdet)det( 2TT  AAAAA

:1det A

dVdVAdV
xxx

xxx
Vd

N

N 



 det

),,,(

),,,(

21

21





(1.1.12) 

奇数个坐标轴反演：时间坐标反转或空间坐标反射 

 推论：体积元不变： 
dVdxxdVd

N

i

i

N

i

i  
 11

(1.1.13) 

:1det A

坐标轴的刚性旋转(本书限于这种情况) 

两种可能： 

证明：  

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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1.1   场论和张量分析 

二   张量的定义 
 零阶张量(标量)：含一个分量,在线性正交坐标变换下维持不变 
   例如前面已经提到的空间间隔、空间体积元 

 一阶张量(矢量)： 含 N 个分量，它们按与坐标变换一样变换 

jiji faf  (1.1.15) (1.1.16) iif ef 

例如前面已经提到的位置矢量和位移矢量；作为一个整体不变 

 二阶张量： 含 N 2 个分量,按如下方式变换(按系数第2下标求和) 

mnjnimij TaaT 
jiijT eeT 


(1.1.17) (1.1.18) 

TeeeeeeeeT


 nmmnklmnnkmlkjklilmnjnimjiij TTaaTaaT 

利用变换矩阵的性质，可证明二阶张量整体不变： nkjkjn

mlilim

aa

aa
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1.1   场论和张量分析 
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mnjnimij TaaT 
jiijT eeT 


(1.1.17) (1.1.18) 

  再论变换矩阵转置互逆作为张量概念的基础 

换成矩阵表示： TPTPT 

jijijiij TT eeeeT 


Teeee


 jiijjiji TT 充分必要条件：P 和Q 转置互逆 
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1.1   场论和张量分析 

 三阶张量： 含 N 3 个分量，它们按如下方式变换 

(1.1.20) lmnknjmilijk TaaaT 

注意右边的求和下标为变换系数的第二下标； 

其不变性同样来自变换矩阵的转置互逆条件 

 几种常见的特殊二阶张量(以下简称二阶张量为张量) 

1. 对称张量： ,jiij TT  共有 N(N+1)/2 个独立分量 

2.  反对称张量： ,jiij TT  共有 N(N－1)/2 个独立分量 

任何张量都可以按如下方式分解为一个对称张量和反对称张量的叠加： 

对称部分  反对称部分 
N (N+1) /2 + N (N－1) /2  =  N

2 

)(
2

1
)(

2

1
jiijjiijij TTTTT 

2121 /)(  NNN

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



2012/3/24 第一章  电磁现象的基本规律 14 

1.1   场论和张量分析 

3.  单位张量： ,jiijT  对角分量为1，非对角分量为零 

4.  并矢： jiij gfT  fgT 


或 (1.1.19) 

  一般不具备互易性，即一般    fg  gf ，除非 f 与 g 成比例 

  二阶张量可分解为并矢的叠加，但一般不能化成单个并矢 

 几种常见的特殊二阶张量(续) 

【提示】利用二阶张量可以分解为并矢这一性质，可将涉及张
量的运算公式的证明转化为并矢运算公式的证明，后者一般较
为简单（技巧） 

【注意】特殊张量的特性在坐标变换下维持不变；对单位张量
而言，其所有分量在坐标变换下均维持不变！ 
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1.1   场论和张量分析 

三   由矢量和张量构成的不变量（标量） 
  寻找不变量（标量）  科学的永恒目标 
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  由张量构成的不变量  对应矩阵的本征值 

(1.1.21) 

0)det(  IT 

相似矩阵：T ~ T，具有相同的本征值，满足如下代数方程 

  由矢量构成的不变量  矢量的模 

上述方程共有 N  个本征值 

【问题】1.  独立不变量的个数为多少？ 
        2. 如何以一种便捷方式找到所有独立不变量？ 
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1.1   场论和张量分析 

解决途径：将本征值方程写为  ＝ － 的 N 次代数方程 

001
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 CCCC N
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N   (1.1.22) 
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行列式

迹

TC

TCN





去掉 i 个对角元素的所有余子式之和 

上述系数可取代 N 个本征值，直接构成不变量，但 

1. 等于零的系数不涉及任何张量元素，不构成不变量 
2. 相同、反号的系数只算一个不变量 

: iC

结论：独立不变量的个数至多为 N  
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1.1   场论和张量分析 

例1.1  求并矢的独立不变量,说明4维反对称张量独立不变量的
个数至多为2个. 
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所有子行列式为零，唯一不为零的系数为 
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（2）4维反对称张量对应如下矩阵 

对角元素之和为零： 

.01 C去掉一个对角元素，得到的余子式为零，故有： 

因此，至多只有两个独立不变量：C2 和 C4，    证毕 

解  （1）考察并矢fg： 
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四   三维张量的乘法运算 
  说明：1.  定义张量运算的前提：运算结果仍为张量 

                      同维张量的和与差仍为同维张量，但乘法可导致变维 

                 2.  为何限于三维（位置空间）张量及其运算？ 

,ii gf gf

,fggf 

1.  矢量与矢量点乘： 

可互易性： 

一般不互易： 

;)(,)( ijijijij fTTf  fT        Tf


,fTTf 


为对称张量时互易： fTTf 


【注意】 掌握就近点乘规则，一般不互易 

3.  矢量与并矢点乘： ),()(,)()( fhgfgh    hgfghf 

结果为标量 

结果为矢量 

 三维张量的乘法运算（省略证明过程） 
 点乘（标积） 

2.  矢量与张量点乘： 

T


结果为矢量 
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4.  张量（并矢）之间点乘： 

kjikijkjikij STTS  )(,)( ST        TS


pgfqfgpq        fqpgpqfg )()()(,)()()( 

结果为张量，一般不可互易 

STTS


::  ijjijiij STTS

5.  张量与张量双点乘（张量标积）： 

结果为标量，具备可互易性 

.3)Tr(:),Tr(::  III       TTIIT


))(()(:)( qfpgpqfg 

 点乘（续） 

与单位张量标积： 

并矢之间的标积： (就近点乘规则) 
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  叉乘（矢积） 

1. 交错符号(又称“置换符号”，见(1.1.23)式） 











;

;

;

,0

,1

,1

)(

下标出现重复

下标奇排列

下标偶排列

kjiijk eee

排列123及其偶置换，例如 

排列123的奇置换，例如 

下标出现重复，例如 

1231123  

1213132  

0333223112  

【备注】交错符号ijk  与克罗内克符号存在如下有用关系： 

.kmjnknjmimnijk  

当使用下标法处理含两次叉乘运算的张量表达式时特别有用。 
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,, kjijki gfh        gfh
2.  矢量与矢量叉乘： 

结果为矢量 

,fggf 
3.  矢量与张量叉乘： 

结果为张量 ,,;, nimjmnijnjmimnij fTRTfS       fTR        TfS


一般不互易： ,SR


 除非 

























0

0

0

12

13

23

ff

ff

ff

fIIf


三维二阶反对称张量
与三维(膺)矢量对应 

)()(,)()( fhgfgh      hgfghf 

矢量与并矢叉乘，掌握就近叉乘规则： 

为单位张量，此时成立 T


互易反号 
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五   三维张量微分 
  三维矢量微分算符 

i

i
x


 e (1.1.24) 

.,

,,,

i

j

k
ijkj

i

ij

i

i
ji

i

j

i

i

x

f

x

T

x

f

x

f

x

ef        eT

f    eef    e

































  梯度、散度和旋度 
矢量梯度 

张量散度 

(1.1.25) 

  与位置矢量有关的矢量微分公式 

(1.1.26) 

.0])([,3

,,)(,





r               r

Ir     e
r

     e
r

rf

dr

df

rdr

df
rf

r
r rr



条件：直角坐标 

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



2012/3/24 第一章  电磁现象的基本规律 23 

1.1   场论和张量分析 

,
zyxx

zyx

i

i


















 eee e

容易证明(1.1.26)中各等式成立，例如: 

,, 222 zyxrzyxx zyxii      e e e er
【说明】 利用 

,)222(
)(2

1
))(///(

2/1222

2/1222

r
zyx

zyx

zyxzyxr

zyx

zyx

r
eee     

eee








(1.1.26) .0])([,3,,)(,  r rIr e
r

 e
r

rf
dr

df

rdr

df
rf

r
r rr



.

))(///(

Ieeeeee     

eeeeeer 




zzyyxx

zyxzyx zyxzyx

为何在直角坐标下做出证明？为何可以这样证明？ 

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



2012/3/24 第一章  电磁现象的基本规律 24 

1.1   场论和张量分析 

   推导和证明张量微分恒等式（数据组的集体运算） 

1. 下标法：从张量和矢量微分算符的定义式（带下标）出发 

 将矢量微分算符和被作用张量展开为下标形式 

 分别对各张量分量实施偏微分运算 

 对下标进行适当的置换运算 

 将下标表达式还原为作为整体的矢量微分算符和张量 

说明：直角坐标下的偏微分运算；最终结果与坐标系无关 

2. 符号法：利用矢量微分算符的双重性 

 作为矢量，满足通常矢量点乘和叉乘运算法则 

 作为算符，需作用于张量表达式中的所有对象 

说明：与下标法的等效性；操作便捷，适合于复杂张量微分运算 
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)()()( gffggf 例1.2  用下标法证明 

证 
j

i

k
ijkk

i

j

ijkkjijk

i

ikjijk

m

m f
x

g
g

x

f
gf

x
gf

x 

















  )()()( eegf

).()( gffg 










i

k
jikj

i

j

kijk
x

g
f

x

f
g 

① ② 

③ ④ 

① 按矢量微分算符和张量的定义将原微分表达式展开为下标形式 

② 对被作用和式中的每一个对象求偏导数 

③ 对交替单位张量分量的下标进行偶置换(不变)和奇置换(反号) 

④ 按矢量微分算符和张量的定义将下标表达式还原 

归纳：共分展开、微分、置换(对交替单位张量下标)和还原四步，第 

三、四步为难点，需熟背矢量微分算符、张量及其代数运算的定义式 

证毕 
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gffgfggfgf  )()()(补例:用下标法证明 
证 

fggfgffge

ee

eeee

eegfegf
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归纳：也分展开、微分、置换(对交错符号下标)和还原四步，其间用
到交错符号与克罗内克符号的关系式，以及克罗内克符号的性质 

证毕 

① 

② ③ 

④ 
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gffgfggfgf  )()()(补例:用符号法证明 

)()()( gfgfgf  gf

证 (1) 视为“算符”，分别作用 f 和 g（加上下标以示区别），得两项： 

.g fg ffgg fgf

fgfg fgg fgf

ggggg

fffff





)()()(

,)()()(

(2) 视 f 矢和 g 为“矢量”，遵循矢量运算规则，将其置于作用对象前方： 

fggfgffggf  )(

(3) 代回原式并舍去矢量算符的下标得 

证毕 

与下标法等效，但推导过程简洁 
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例1.3  用符号法证明 

证  将矢量微分算符分别作用于各对象f, g 和 h ： 

)()()()( hfghgfghffgh 

)()()()( fghfghfghfgh  hgf

利用矢量代数运算将算符移至被作用对像前方，去掉的下标： 

).()()()(

,)()()()(

,)()()(

hfghfgghffgh

hgfghfghffgh

ghfghffgh







hhh

ggg

ff

代回原式，证毕 

熟练符号法之后，可默记  的作用对象，略去加下标的手续 
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例1.4  用符号法证明 

证 

,)]([)( fgrfgrfg 

式中 r 为位置矢量。 

)()]([)( rfgrfgrfg 

默记右边第一项中的  作用于 fg，第二项中的  作用于 r ；此

外，按就近运算的规则， 应与 f 的点乘，而 g 则应与 r 叉乘。 

,)()( fgIfgrfg 


由 
代回原式，证毕 

【提示】 1. 对于存在非并矢形式的张量的情况，不便实施 

           “就近运算规则”移动算符位置，可换用下标法 

         2. 也可用并矢“取代”张量，使用符号法证明 
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例1.5  用下标法证明 

证 

,:):( ETET 


式中 T


E 满足E=0. 

,:

):(

ETee

eeET
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x

归纳：也分为展开、微分、置换(偏微分顺序)和还原四步，其中

用到 E = 0 的条件：Ei /xk = Ek /xi . 

为常张量， 
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,fgT 


得 

,::

))(())((

,)()(

,))(()():():(

ETEfg              

EfgfEg    

EffEEffE

fEgfEgEfgET













＝＝

＝原式＝

【说明】 

1. 上述证明的有效性在于：任何张量可分解为若干并矢之和 

2. 最终要将中间并矢 fg 还原成原状；若出现形如 gf 的项，则须

将它代之以相应张量的转置。 

3. 在证明过程中用到红框中的恒等式，可用符号法证明。 

(此处用到E=0) 

证   如果坚持用符号法，可形式地将张量换为并矢： 

例1.5  用并矢法证明 ,:):( ETET 


式中 T


E 满足E=0. 

为常张量， 

fEEffE  )()()(
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   关于符号法的要点小结 
 使用范围：含矢量、并矢的表达式的矢量微分运算（如表达式

中出现张量，则代之以与之等效的并矢组合） 

 矢量微分算符必须一一作用于表达式中的所有对象（常量除外） 

 明确参与点乘或叉乘运算的双方（矢量或矢量微分算符），并
在推导中维持该运算关系不变 

1. 标量乘法：互易 

2. 矢量点乘：互易 

3. 矢量叉乘：互易反号 

4. 矢量并合：不互易 

5. 并矢（张量）双点乘：互易 

6. 明确点乘或叉乘双方：就近点乘和就近叉乘原则 

  最终使得矢量算符领先并紧靠被作用对象 

)()()()( hfghgfghffgh 

)()()( gffggf 

)()]([)( rfgrfgrfg 
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六   正交曲线坐标系（三维位置空间） 
  引入曲线坐标系的目的：处理弯曲界面和弯曲边界 

  正交曲线坐标系(u1, u2, u3)：相应基矢(e1, e2, e3)彼此正交 

333222111 ,, duhdsduhdsduhds              

1. 拉梅系数： 

2. 弧元： 

212133131232321 ,, duduhhdduduhhdduduhhd     

321321 dududuhhhdV 

(1.1.33) 

(1.1.34) 

(1.1.35) 

3. 面元： 

4. 体元： 

  柱坐标和球坐标系下的拉梅系数、基矢、梯度、散度、旋度和
拉普拉斯算符表达式(见教材和附录)；重点：基矢表达式 

5. 矢量微分算符 

     和基矢： 
)3,2,1(,

33

3

22

2

11

1 













 iuh

uhuhuh
iii   e    

eee

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



2012/3/24 第一章  电磁现象的基本规律 34 

1.1   场论和张量分析 

e

e

  正交曲线坐标系的基矢与直角坐标基矢之间的关系 
1.  必要性：直角坐标下基矢为常矢量，便于运算（积分、微分、泰勒

展开）；将运算结果与曲线坐标基矢点乘或叉乘时，需将直角坐标基
矢转换为曲线坐标基矢。 

2. 转换公式参见式(1.1.27)~(1.1.30) 

3. 即席推导基矢关系，以球坐标基矢为例： 

y
x

z
P re

 

 

 过考察点绘出球坐标基矢 

yx

zyx

zyxr

e e e

e e e e

e e e e











cossin

sinsincoscoscos

cossinsincossin







 将变换系数矩阵转置求得反变换关系 [ 参见式(1.1.30) ] 

 将各基矢向各直角坐标轴投影，求得按直角坐标 

    的展开式，即式(1.1.29): O 

Q 
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 正交曲线坐标系对张量定义及其运算的影响 

    对张量的定义及代数运算没有影响 

   对涉及矢量微分运算的全部恒等式没有影响 

   对微分运算结果（梯度、散度、旋度、拉普拉斯算符等）的具体形

式及其分量形式有影响（原因：基矢是是空间坐标的函数，受矢量微
分算符作用） 

说明：非正交坐标系出现两套基矢,相应张量出现协变分量和逆变分量 

【建议】关于正交曲线坐标系和一般非正交曲线坐标系的微
分运算知识和技巧，对从事物理学理论研究人员来说不可或
缺；大学本科数学课程对曲线坐标系的介绍过于简单，建议
有兴趣的同学今后适当扩充这方面的知识。 

参考读物：胡友秋,曲线坐标系,2010(内部材料,曲线坐标系.pdf) 
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七   高斯公式、斯托克斯公式和格林公式 
   高斯公式和斯托克斯公式的推广 

 
VS

dVd AσA  
VS
dVd AAσ

 


σAlA dd
C

)(  


AσAl )(dd
C

  

(1.1.40) 

(1.1.41) 

 
VS
dVdσ

 

σl dd

C
(1.1.43) 

(1.1.42) 

删去等式两边出现的 , A 得如下算符公式 

从上述算符公式出发，可以形式上获得一系列积分恒等式 
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将上述算符公式以各种方式(并列、点乘、叉乘)作用于各阶张量,

可获得一系列积分恒等式，例如 

 


 σl    σ dddVd
CVS

,

 


AσAl  AAσ )(, dddVd
CVS

 


)(, TσTl    TTσ


dddVd
CVS

(1.1.44) 

(1.1.45) 

(1.1.46) 

问题：这种推广方法合法吗？ 事后可用常矢量点乘法证明 

, 
VS
dVdσ . 


σl dd

C

算符恒等式： 
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例1.6  用常矢量点乘法证明 

证  用任意常矢量 c 点乘等式左右两边，分别求得 

 


 σl    σ dddVd
CVS

,

 
VVSS

dVdVdd  ccσcσc )(

 


 σcσclc l c dddd
CC

)]([

由 c 的任意性，可将它从等式两边消去，证毕 
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   格林公式（由高斯公式推得） 

  第 一格林公式： 
 

VS
dVd )( 2  σ (1.1.47) 

(1.1.48) 

(1.1.49) 

 
VS

dVd )()( 22  σ

 第 三格林公式： 

 第 二格林公式： 

 
VS

dVd ])([ 22  σ

证明：给定某(单连通)解域 V 内矢量场 A 的散度和旋度，以及
边界 S 上的法向分量，该矢量场被唯一确定 

,0|,0,0  Sna      a      a

证   用反证法。设有两个解，A1和A2；令  a =A1－A2，则成立 

令 02     a

 
SV

ddV σ 2)( 或 02  S
n

V
dadV a 证毕 

为何必须限于单连通域？ 确保 ,0 la d 从而可引入（见第3章） 
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八    函数和阶跃函数 
 一维 函数 

1. 定义 










;,0

;,
)(

0

0

0
xx

xx
xx

(1.1.51) 







 ),(,0

);,(,1
)(

0

0

0
bax

bax
dxxx

b

a



x 

h 

a b x 

1)(lim 0  xhx 

2. 其他性质（从  函数的定义出发证明） 

 




i

ixx xxdxdfxf
i

)()/())((
1

 (1.1.53) 

(1.1.54) ),(),()()( 000 baxxfdxxxxf

b

a

       

b 

x 

a x b 

(1.1.53)中的 xi 为 f (x) 的“简单零点”，
成立 

(1.1.50) 

0)/(  ixxdxdf

)(||)]([),()( 0

1

000 xxxxxxxx       (1.1.52) 
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 简单零点，成立 0)/(  ixxdxdf

 非简单零点，成立 0)/(  ixxdxdf

  ( f (x) )在非简单零点处失去意义，不能定义 

f (x) 

x 

f (x) 

x 

f (x) 

x 
f (x) 

x 

极点 

f (x) 

x 

拐点 

f (x) 

x 
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补例：证明 ),(||)]([ 0

1

0 xxxx   



















 


 

















 )0(||)()()(

)0(||)(

)]([
111

11

0







duuduu

duu

dxxx

,||)(|| 1

0

1 





   dxxx 证毕 

当  ＝－1 时有 )()()]([ 000 xxxxxx  

即(1.1.52)式. 

说明  函数为偶函数 

证 

2. 其他性质（从  函数的定义出发证明）（续） 

)( 0xxu 
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补例：证明 
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i xx

x

x i

ixx dxdfdxxxdxdf







即(1.1.53)式. ,)()/())((
1

 




i

ixx xxdxdfxf
i



证    取简单零点 xi 的邻域(xi-, xi+)，仅含该零点，有 

对全部简单零点的贡献求和得(1.1.53)式，证毕  

重要结论：全部关于  函数的等式，均是在积分意义上成立 

2. 其他性质（从  函数的定义出发证明）（续） 
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补例：证明 即(1.1.54)式. ),,(),()()( 000 baxxfdxxxxf

b

a

       

)(

)()(lim)()(

0

0),(00

0

0

00

xf

dxxxxfdxxxxf

x

x

xxx

b

a
















 







                              





 

证    由积分中值定理得 

证毕 

2. 其他性质（从  函数的定义出发证明）（续） 
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2

1
)(

1

1

2

1
)1()1(

2

1
)1( 222 


  duu

u
xdx

x
dxx 

有人按如下方式求得 

试问错在何处？ 

补例：计算积分 




2

2

2 )1( dxx

解  由  




i

ixx xxdxdfxf
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)()/())((
1
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)]1()1([
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1
)1(]/)1([

)1(]/)1([)1(

1

1

2

1

1

22













xxxdxxd

xdxxdx

x

x





    

将上式右边积分得 1。 

回答：积分元变换函数 x = f (u) 必须是积分区间内的单值函数！ 

           此地  x = (1+u)1/2  为积分区间（－2，2）内的多值函数 
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3. 一维  函数作为普通函数的极限 
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[ 参见第7章式(7.3.19)及其证明 ] 

以上公式均可根据  函数的定义作出证明 
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(1.1.56) 

 三维 函数 

1. 定义 (1.1.55) 









;,0

;,
)(

0

0

0
rr

rr
rr

1)( 0  dVrr

2. 性质 )()()( 00 rrrr fdVf   (1.1.57) 

3. 点电荷的体电荷密度 )()( 0rrr   q (1.1.58) 

(1.1.59) )()()()( 0000 zzδyyδxx   rr

均匀分布无限平面 (x=x0) 和无限长直线 (x=x0, y=y0) 电荷的体电荷密度 

),()( 0xx r )()()( 00 yyxx   r

：面电荷密度；      ：线电荷密度 
提示：对给定电量、几何形状特殊的面电荷和线电荷分布，可采取待定

系数法：在相应  函数前面加上一个待定乘子(允许与空间坐标有关;

参见1.10题：在球坐标下写出圆盘面电荷的体电荷密度) 
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4. 三维  函数一个常用表达式 
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:0 rr  在积分意义上理解(1.1.60)，即过以 r0 为球心、半径为 a 

的球的积分相等： 

证明过程中用到高斯公式和立体角的概念 

证毕 
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 阶跃函数（Heaviside函数） 

1. 定义 
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2. 与  函数的关系 
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证   a. 当 x  x0，阶跃函数的导数为零；在 x = x0 处导数无意义 

       b. 在含 x0 的区间(a, b) (a < x0, b > x0) 积分，左边等于1，右
边结果为 
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证毕 

a b 
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小     结 

  熟悉张量的定义和代数运算法则以及张量微分的定义 

  熟练使用下标法和符号法推演张量微分公式 

  从对应于高斯公式和斯托克斯公式的算符等式出发，
写出它们各种推广形式 

  从  函数的定义和性质出发，推导与之有关的恒等式 

  途径：重复教材中有关推导，独立完成习题 
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