
方程的数值解 
现在我们来真正解前面的问题。假定取 0.100ε = 秒。当我们做好这一切工

作后，如果发现这还不够小，我们可以再回过头来，以 0.010ε = 秒重做一次。

从初值 ( )0 1.0x = 0开始， ( )0.1x 是多少呢？它是原来的位置 ( )0x 加上速度

(此时为 )乘 秒。于是0 0.10 ( )0.1x 仍是1.00，因为它还没有开始运动。但在

秒时的新速度就是原速度0.10 ( )0 0v = 加 ε 乘以加速度。加速度是

。于是， ( )0 1.0x− = − 0

  ( )0.1 0.01 0.10 1.00 0.10v = − × = −

现在，在0.20秒时 

 
( ) ( ) ( )0.20 0.1 0.1

1.00 0.10 0.10 0.99
x x vε= +

= − × =
 

和 

 
( ) ( ) ( )0.2 0.1 0.1

0.10 0.10 1.00 0.20
v v aε= +

= − − × = −
 

依此类推，一直做下去，就可计算出其余的运动，这正是我们要做的事。然而，

实际上，这里有点小小的技巧可用来提高准确度。假如我们继续已经开始的计算，

就会发现由于 0.100ε = 秒是相当粗糙的，因而运动也是相当粗糙的，我们不

得不取一个更小的时间间隔，比如说 0.010ε = 秒。于是，要对一段适当的总

时间间隔进行研究，就要作大量的重复计算。所以我们将在用同样粗糙的间隔

0.100ε = 秒的条件下，把要计算的工作组织一下以提高准确度。这一点在分

析技巧上略加改进就可以办到。 

我们注意到，新的位置是老的位置加上时间间隔ε 乘以速度。但这是什么时

刻的速度呢？在时间间隔开始时是一个速度，在时间间隔结束时又是另外一个速

度。我们的改进就是利用二者之间的速度。同样的考虑也可用于速度：为了计算

速度变化，我们将使用要求出它的速度的那两个时刻中间的加速度。这样我们实
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际使用的方程就有如下述：后来的位置等于先前的位置加上ε 乘以在间隔中间的

那个时刻的速度。类似地，间隔中间那个时刻的速度等于比它早ε 时(它正处在

前一个时间间隔中间)的速度加上ε 乘以t时刻的加速度，也就是说，我们利用的

方程是 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2 2

x t v t

v t v t a t

a t t

x t

x

ε ε ε

ε ε ε

+ = + +

+ = − +

= −

 (1) 

剩下来还有一个小问题： ( )2v ε 是什么？在起始时刻，我们得到的是 ( )0v ，

而不是 ( )2v ε− 。我们将用一个特殊等式，即 ( ) ( ) ( ) (2 0 2 )0av vε = +

来开始计算。 

ε

现在我们已经准备好，可以进行计算了。为了方便起见，可以用列表的方法

进行，各栏分别为时间、位置、速度、加速度，而速度则标在两行之间，如表 1 
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所示。当然，这张表只是表示由等式(1)所得到数值的方便的办法，事实上方程

本身毋需写出。我们只要在表中一个接一个地填满空位。这张表给我们提供了一

个关于运动的很好的概念：它从静止开始，先获得一点往上的负速度，并失去一

点距离。加速度减少了一点点，但它仍然获得速率。当运动继续时，速率增加得

越来越慢，直到大约 秒时它通过1.50t = 0x = 点，我们可以肯定地断言物体

将继续运动，但现在是往另一边运动；x将变为负值，而加速度为正。于是速率

减慢。将这些数值与图 1 所示的函数 cosx t= 相比是有意思的。在我们的计算

准确到三位有效数字的范围

内，它们是符合的！当然你已

经 从 普 通 理 学 中 知 道

正是这个运动方

程的精确数学解，但这样容易

的计算会得出这样准确的结

果使人们对数值分析的作用

留下了深刻的印象。 

cosx =
0.5 1 1.5 2 2.5 3

-1

-0.5

0.5

1
x

t  (秒)
t

上面对于振动弹簧运动的分析是非常完美的，但我们能否分析行星的绕日运

动呢？我们来看看是否能在一定的近似下得出椭圆轨道。我们假定太阳是无限重

的，这意味着我们将不把太阳包括在运动中。假定行星在某个位置开始以某个速

度运动；它将沿某一曲线绕日转动，我们试图用 Newton 运动定律及引力定律来

分析一下这是一条什么样的曲线。从何下手呢？在一个给定时刻它在空间的某确

定位置上。如果把从太阳到这个位置的矢径称为 ，那么根据引力定律可知，将

有一个力沿r 指向太阳，它等于一个常数乘以太阳质量与行星质量的乘积，再除

以距离的平方。为了进一步分析下去，我们必须求出由这个力所产生的加速度。

我们需要知道沿两个方向(称为

r

1x 和 2x 方向)的加速度分量。于是，如果以给定

的 1x 和 2x 表示某一时刻行星的位置(我们将假设 3x 总是为 ，因为在 方向无作

用力，而且，如果没有初速度 ，就不会使

0 z

3v 3x 变为异于零的值)，力就沿着行星

与太阳联线的方向。现在我们运用动力学定律得出，这个力的分量等于行星的质

量乘以它在相应方向上的速度变化率。这样我们就得到下述定律： 

第 3 页，共 7 页

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



 ( )3 3,   or      with 1,2i i i idv x dv xm GMm GM i
dt r dt r

= − = − =  (2) 

这就是我们要解的一组方程。为了简化数值计算，我们再假设时间单位，或太阳

质量都已经过调整(或者我们有幸如此)为 1GM ≡ 。在我们这个特例中，我们将

假定行星的初始位置在 、1 0.500x = 2 0.000x = 处，而在初始时刻，速度完

全在 2x 方向，其值为1.630。我们现在怎样来进行计算呢？我们再作一个表，

其中各列分别为时间、 1x 位置、 1x 方向速度 及1v 1x 方向加速度 ；然后，另外

列出

1a

2x 方向上的位置、速度、加速度三列，并与前者用双线隔开。为了得到加

速度，我们需要用到式(2)；它告诉我们 1x 方向的加速度是
3

1x r− ， 2x 方向的

加速度是
3

2x r− ，而 是(r )2 2
1 2x x+ 的平方根。于是给定了 1x 与 2x 后，我们

只须在旁边稍作计算，取平方和的平方根，从而找出 ，以准备计算两个加速度。

将

r
31 r 求出也是有用的。进行这项计算利用平方表、立方表及倒数表会更容易

一些。然后只要用计算尺将 1x 乘
31 r 就行了。采用时间间隔 0.100ε = ，我们

的计算按下述步骤来完成：在 0t = 时的初始值 

 
( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

0 0.500,        0   0.000

0 0.000,        0 1.630

x x

v v

= =

= = +
 

由此求得 

 
( ) ( )3

1 2

0    0.500,         1 0 8.000
4.000,                   0.000

r r
a a
= =

= − =
 

于是可计算 ( )1 0.05v 和 ( )2 0.05v ： 

 
( )
( )

1

2

0.05 0.000 4.000 0.050 0.200

0.05 1.630 0.000 0.050   1.630

v

v

= − × = −

= + × =
 

现在开始作我们的主要计算： 
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( )
( )

( )
( )

( )
( )

1

2

2 2

3

1

2

1

2

0.1 0.500 0.20 0.1    0.480

0.1 0.0 1.63 0.1        0.163

0.480 0.163    0.507
1 7.67
0.1 0.480 7.67        3.68

0.1 0.163 7.67        1.250

0.15 0.200 3.68 0.1 0.568

0.15 1.630 1

x

x

r
r

a

a

v

v

= − × =

= + × =

= + =

=

= − × = −

= − × = −

= − − × = −

= −

( )
( )

1

2

.26 0.1      1.505

0.2 0.480 0.568 0.1   0.423

0.2 0.163 1.50 0.1      0.313
etc.

x

x

× =

= − × =

= + × =
 

 

这样我们就得到表 2 中列出

的数值，大约 20 步左右我们

就追踪了行星绕太阳运行的

一半路程！图 2 中画出表 2

所得的 1x 坐标和 2x 坐标，圆

点表示每隔1 时间单位

所求得的位置，我们看到开

始时行星的运动较快，到末

尾时运动则较慢，就这样，

曲线的形状被确定—下来。

于是我们看到，我们确实知

道如何来计算行星的运动

了！ 

-1 -0.5 0.5

-0.5

0.5

1x

2x  

太阳 

0.100ε = 0t =

1t =

2t =

3t =
10的

1x-1 -0.5 0.5

-0.5

0.5

2x  

太阳 

0.050ε =
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现在来看看如何计算海王星、木星、天王星或任何其他行星的运动。如果我

们有许许多多行星，并且让太阳也运动，我们也能这样计算吗？当然能。我们可

以计算在某一特定行星，比如说第 a 颗行星上的力，它的位置是

( 可以代表太阳，( ),1 ,2 ,3, ,a a a ar x x x= 1a = 2a = 是水星， 是金星，等

等)。我们必须知道所有行星的处置。作用在一颗行星上的力是所有其他(比方说

位于 )的物体所产生的。因此方程式是 

3a =

( ,1 ,2 ,3, ,b b b br x x x= )

 
( ), ,,

3
1

N
a b a i b ia i

a
b ab

Gm m x xdv
m

dt r=

−
= −∑  (3) 

此外，我们定义 为两个行星a与b之间的距离；它等于 abr
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 ( )( ), , , ,ab a b a i b i a i b ir r r x x x x= − = − −  (4) 

这里的∑ 仍旧表示对所有——所有其他物体——求和。当然 除外。于

是我们所要作的就是更多列。对木星的运动要排9列；对土星的运动要排9列，

等等。然后，当我们有了所行的初始位置与速度后，就可以首先用(4)式计算出

所有的距离，再用(3)式计算出所有的加速度。这要花多长时间呢？如果你用手

工来做，这需要很长的时间！但现在有了运算得很快的计算机，用这个方法，跟

随木星绕太阳的运动，即使计及所有行星所引起的准确到亿分之一的摄功，也只

需要几分钟(结果表明误差约随间隔

b a=

ε 的平方而变化，也就是说，如果使间隔变

为原来的1 10，精确度就提高100倍，那么，让我们使间隔小一万倍吧。) 

结果，掌握了具有巨大威力的 Newton 定律，我们不仅可以计算在弹簧上有

质量物体这样的简单运动，而且，只要有一台家用电脑，即便是许多行星的极端

复杂的运动，也能以我们所希望的任意高的精确度计算出来！ 
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