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数字信号处理
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绪 论
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绪论

A/D转换 数字信号

处理器
D/A转换

硬件实现

处理算法 离散时间信号处理

通用CPU

DSP芯片

可编程器件

专用芯片
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通用CPU
Intel 80x86系列，ARM系列

DSP芯片
AD系列，TI系列

可编程器件
FPGA（Field Programmable Gate Array）

专用芯片
ASIC（Application Specific Integrated Circuit）

常用的硬件实现方法
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绪论

基带
成型
滤波

信道编码速率匹配交织扩频

基站基带发送

10ms
物理
帧

信道
数字
合成

信道编码速率匹配交织扩频
10ms
物理
帧

x8 x7 x6 x5

x3x2x1

s1 s2 s3 s4

x4

c4c3c2c1

算法设计
基本理论，基本方法，协议规范

结构设计
基本方法，实现技巧

硬件设计
结构，模块，计算单元
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DSP硬件实现（CPU，FPGA，ASIC）

电路设计（逻辑门）

算法编程（C，VHDL）

算法设计

特定任务需求

离散时间信号的
基本理论与方法

数字信号处理系统的基本设计过程与本课程的关系

专业理论与方法

（通信、图像、语音…）
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1 离散时间信号与系统
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1.1 引言
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信号分类：取值形式；变化规律；能量特征

· 取值形式－时间与信号幅度

模拟信号：时间与幅度均连续

连续时间信号：时间连续，幅度连续或离散

离散时间信号：时间离散，幅度连续或离散

数字信号：时间与幅度均离散

1.1  引言
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信号分类：

· 变化规律－确定信号

－随机信号

· 能量特征－能量信号

能量有限，平均功率为零

－功率信号

平均功率有限，能量无限

1.1  引言
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1.2  连续时间信号的离散化

12 wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学

x(t)

t

x*(t)=x(t)s(t)

t

s(t)

t
T

τ

1.2  连续时间信号的离散化

x(t)

s(t)

x*(t)=x(t)s(t)

对信号进行均匀取样：
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两个重要因素：

1)取样周期T，或取样频率
2)取样脉冲宽度τ

s(t)

t

T

τ

T
fs 1
=

1.2  连续时间信号的离散化
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取样周期 T 对取样信号的影响

设s(t)为理想冲激取样脉冲，τ<< T
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1.2  连续时间信号的离散化
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x*(t) 的功率谱：
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)(*)(*
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这里 ，X(jΩ)为x(t)的功率谱
T

fss
ππ 22 ==Ω

1.2  连续时间信号的离散化

16 wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学

Ωs 2Ωs

2ΩsΩs

Ωh-Ωh Ωh-Ωh
Ω Ω

Ω

|X(jΩ)| |X*(jΩ)|

|X*(jΩ)|

Ωs >2Ωh

Ωs <2Ωh

结论：经过取样，原信号的频谱被周期性地
扩展，当Ωs<2Ωh时，发生频谱混迭。

1.2  连续时间信号的离散化
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取样定理

设信号x(t)的频谱为X(jΩ)，且当|Ω|≥|Ωh|
时，X(jΩ)＝0；则x(t)可由其均匀取样值重建，

h
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T
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nTtnTxtx
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−
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⋅= ∑
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−∞=

这里

)(
)(sin)()(

1.2  连续时间信号的离散化

Ωh：信号x(t)的截止频率（最高频率）
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取样定理的证明：

1.2  连续时间信号的离散化
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1.2  连续时间信号的离散化
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π
且有

结论：只要取样频率Ωs>2Ωh，原信号可以
通过取样重建
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1.2  连续时间信号的离散化

取样脉宽τ对取样信号的影响
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1.2  连续时间信号的离散化

关于取样信号频谱周期延拓的时域理解
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考虑一个正弦信号x1(t)=ejΩ1t，对其作周期
为T的取样，

22 wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学

1.2  连续时间信号的离散化

T=2π/3 π

4π/3 2π
sint sin4t

0 t

x(t)

在同样的取样率下，x2(t)=ej(Ω1t+k Ωs)t与x1(t)有
着相同的取样值。取样序列x1(nT)所表示的
频率成分为(Ω1t+kΩs)，k为任意整数，对
应的连续序列不唯一。
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1.2  连续时间信号的离散化

利用取样信号恢复原信号

h(t) x(t)x(n)

∑
∞

∞
−=

－

)()()(' nTtnTxtx δ

以模拟形式表示一个离散时间信号：

24 wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学

1.2  连续时间信号的离散化
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一般表达
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1.2  连续时间信号的离散化

利用取样信号恢复原信号

t
tth
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h

Ω
Ω

=
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1）理想情况：非因果低通滤波器

∑
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1.2  连续时间信号的离散化

2）零阶保持电路（外推）
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=
其他0

01
)(

Tt
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t
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1.2  连续时间信号的离散化

3）一阶保持电路（外推）
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1.2  连续时间信号的离散化

1）零阶保持
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1.2  连续时间信号的离散化

TntTnTnxtx )1(,)()( 000 +<<=∴

x(t)

t

外推

(n0+1)Tn0T
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1.2  连续时间信号的离散化

2）一阶保持（外推）
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1.2  连续时间信号的离散化

其他                             0)(
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T
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1.2  连续时间信号的离散化

x(t)

t
Tn )1( 0− Tn0 Tn )1( 0+

外推
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1.2  连续时间信号的离散化
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3）一阶保持（内插）
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1.2  连续时间信号的离散化

其他                                 0)(
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T
TntTnxTnxTnx
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1.2  连续时间信号的离散化

x(t)

t
Tn )1( 0− Tn0

Tn )1( 0 +

内插
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1.3  离散时间信号
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1.3  离散时间信号

信号用离散时间序列表示

x(n) = x(nT)，t = nT

基本运算

积 x·y = x(n)y(n)
加减 x±y = x(n)±y(n)
标乘 A·x = Ax(n)
延时（移位） y(n) = x(n-n0)
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1.3  离散时间信号

数字域频率 T
fs

Ω=
Ω

=ω

ωnnTt sinsinsin =Ω=Ω

频率的归一化表示
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1.3  离散时间信号

用数字域频率表示的其他频率概念

s

h

s

h
h

s

s

s

s

s
s

f
f

f

f
f

f

⋅=
Ω

=

==

==
Ω

=

πω

πωω

ππω

2

2

22

0

信号最高频率

折叠频率

取样频率
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1.3  离散时间信号

常用序列





≠
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nδ单位取样序列

n
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0
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1.3  离散时间信号

常用序列
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1.3  离散时间信号

常用序列
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−≤≤

=
Nnn
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矩形序列
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n

x(n)
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0 N-1
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1.3  离散时间信号

序列的周期性 x(n)=x(n+N)，周期为N

序列能量 ∑
∞

−∞=
=

n
nxE 2)(
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1.4  离散时间线性非时变系统
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1.4  离散时间线性非时变系统

离散时间系统

)]([)( nxTny =

离散时间系统：对离散序列的一种运算

T（•） y(n)x(n)
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1.4  离散时间线性非时变系统

)()]([   
)]([)(   

knyknxT
nxTny

−=−
=

则

若

)]([)]([
)]()([
21

21

nxbTnxaT
nbxnaxT

+=
+线性

非时变
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1.4  离散时间线性非时变系统

单位取样响应

)]([)( nTnh δ=

以此刻划系统的时域特性

系统对单位取样序列的响应：
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1.4  离散时间线性非时变系统

)()(

)()(

)]([)(

)]()([)]([)(

nhnx

knhkx

knTkx

knkxTnxTny

k

k

k

∗=

−=

−=

−==

∑

∑

∑

∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

δ

δ

卷积运算
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1.4  离散时间线性非时变系统

卷积（和）运算

∑
∞

−∞=
−=∗

k
nkxkxnxnx )()()()( 2121

定义：
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1.4  离散时间线性非时变系统

)]()([)(
)()]()([

321

321

nxnxnx
nxnxnx

∗∗=
∗∗

)()()()(
)]()([)(

3121

321

nxnxnxnx
nxnxnx

∗+∗=
+∗

)()()()( 1221 nxnxnxnx ∗=∗交换律

结合律

分配律
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1.4  离散时间线性非时变系统

系统的稳定性：输入有界→输出有界

∑
∞

∞

∞<
－

)(nh

系统的因果性：输出结果与未来无关

00)( <= nnh ，

因果序列 00)( <= nnx ，

充要条件

充要条件
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1.4  离散时间线性非时变系统

系统的差分方程表示

∑∑
==

−=−
M

r
r

N

k
k rnxbknya

00
)()(

线性非时变←→常系数线性方程
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1.4  离散时间线性非时变系统

系统对正弦信号的响应－频率响应

njenx ω=)(设

kj

k

nj

knj

k

ekhe

ekhny

ωω

ω

－∑

∑
∞

−∞=

−
∞

−∞=

=

=

)(

)()( )(
则

54 wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学

1.4  离散时间线性非时变系统

njj eeHny ωω )()( =

引入离散时间序列的傅氏变换概念。

kj

k

j ekheH ωω －∑
∞

−∞=

= )()(记

则
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1.5  离散时间序列的傅氏变换（DTFT）
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1.5  离散时间序列的傅氏变换（DTFT）

∫

∑

−

∞

−∞=

=

=

π

π

ωω

ωω

ω
π

deeXnx

enxeX

njj

nj

n

j

)(
2
1)(

)()( －定义

为周期以非周期，

连续离散，

 2  )( )(
 )( )(

πω

ω

j

j

eXnx
eXnx
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1.5  离散时间序列的傅氏变换（DTFT）

主要性质

∑ ∫
∞

−∞=
−

−

−

−

=

↔∗

↔

↔

↔−

n

j

jj

j

jj

jkj

deXnx

eXeXnxnx
eXnx
eXnxe

eXeknx

π

π

ω

ωω

ω

ωωω

ωω

ω
π

22

2121

)(

)(
2
1)(

)()()()(
)(*)(*

][)(
)()(

00

时域平移

频域平移

共轭对称

时域卷积

能量守恒
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

定义
∑
∞

−∞=

−=
n

nznxzX )()(

收敛域：使级数收敛的所有 z 值的集合

收敛条件： ∞<∑
∞

−∞=

−

n

nznx )(

若 x(n) 绝对可和，则 X(z) 绝对收敛
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

收敛域的一般描述

+− << RzR
R-

R＋

jIm[z]

Re[z]
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

有理函数表达

)(
)()(

zQ
zPzX =

零点z0：P(z0)=0，X(z0)=0
极点zp：Q(zp)=0，X(zp)→∞

收敛域内不能有极点，以极点来限定收敛边界。
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

序列特性与收敛域（1）

∑
=

−=
2

1
)()(

n

nn
nznxzX

n1<0，n2<0        0≤|z| < ∞
n1<0，n2>0        0 < |z| < ∞
n1>0，n2>0        0 < |z|≤∞
n1=0，n2=0        0≤|z|≤∞

不同收敛域的4种情况：

有限长序列
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

序列特性与收敛域（2）

∑
∞

=
−=

1

)()(
nn

nznxzX

R-

n1≥0，x(n)为因果序列，
收敛域包括∞

n1<0，收敛域不含∞

jIm[z]

Re[z]

右边序列
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

序列特性与收敛域（3）

∑
−∞=

−=
2

)()(
n

n
nznxzX

R+

n2≤0，收敛域包括圆点
n2 > 0，收敛域不含圆点

jIm[z]

Re[z]

左边序列
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

序列特性与收敛域（4）

∑∑

∑
∞

=

−

−∞=

∞

−∞=

−−

−

+=

=

0

1
)()(

)()(

nn

n

nn

n

znxznx

znxzX

双边序列
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

序列特性与收敛域（4）

∑
−

−∞=
−

1
)(

n
nznx

jIm[z]

Re[z]
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

序列特性与收敛域（4）

∑
∞

=

−

0
)(

n

nznx

jIm[z]

Re[z]
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

jIm[z]

Re[z]

jIm[z]

Re[z]
⇒

有确定的收敛域
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

jIm[z]

Re[z]
没有相交的收敛域，

X(z)不收敛
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

反变换

∫ −= c
n dzzzX

j
nx 1)(

2
1)(
π

1) X(z)部分分式展开，配合查表
2) X(z)幂级数展开
3) 应用留数定理求解围线积分

围线 C 在 X(z)的收敛域内
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

kzz
ns

ks

s

k
n

k

k
n

zzXzz
dz
d

s

zzzX

zzzXnx

=
−

−

−

−

−

−⋅
−

=

=∑

])()[(
)!1(

1
],)([Res

],)([Res)(

1
1

1

1

1

对右边序列，不考虑 n<0 引入的极点
对左边序列，不考虑 n>0引入的极点

设 zk为围线内 s 阶极点
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

Z变换的主要性质

1）线性

)()()]()([ zbYzaXnbynaxZ +=+

收敛域： I yx RR
a）X(z)与Y(z)极点不能相互抵消

b）X(z)与Y(z)部分极点相互抵消
收敛域扩大
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

x(n)=anu(n)， y(n)=anu(n-N)

x(n)-y(n)= anu(n)-anu(n-N)

收敛域扩大为

收敛域均为

而

例：

|z|>|a|

|z|>0
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

2）时域移位

)()( 0
0 zXznnx n↔+

a）n0>0，在 z=∞引入新极点
b）n0<0，在 z=0引入新极点

收敛域可能发生变化：
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

例：求反变换

4
1,

4
1

1)( >
−

= z
z

zX

利用部分分式展开，
1

4
11

44)(
−−

+−=
z

zX

)()
4
1(4)(4)( nunnx n+−= δ则，
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

利用时域移位特性

1

1

4
11

1)(
−

−

−
⋅=

z
zzX

则

)()
4
1(4)(4)1()

4
1()( 1 nunnunx nn +−=−= − δ
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

3）指数序列相乘 )()( 1zaXnxan −↔

收敛域：|a|Rx

若 ，则实现频率偏移（调制）

与DTFT的频移性质类似。

0ωjea =

X(z) 零极点的尺度与幅角发生改变
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

例：利用指数序列相乘性质求Z变换

)()(
2
1)()(

2
1

)()cos()(
00

0

nurenure

nunrnx
njnj

n

ωω

ω
−+=

=

已知 1||,
1

1)( 1 >
−

↔ − z
z

nu

rz
zre

nure j
nj >

−
↔ −±

± ||,
1

2/1)()(
2
1

10

0
ω

ω

求
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

rz
zrzr

zr

zrezre
zX jj

>
+−

−
=

−
+

−
=∴

−−

−

−−−

||,
cos21

cos1

1
2/1

1
2/1)(

221
0

1
0

11 00

ω
ω

ωω
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

4）X(z) 微分

dz
zdXznxn )()( −↔ 收敛域不变

例：求反变换

)1log()( 1−+= azzX （|z|>|a|）

1

2

1
)(

−

−

+
−

=
az

az
dz

zdX
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

利用微分性质

)(
11 1

1

1

2

nnx
az

az
az

azz ↔
+

=
+
−

⋅− −

−

−

−

其中，

)1()(
11

1
1

1
1

1

−−↔
+

⋅=
+

−
−

−
−

−

nuaa
az
az

az
az n

nnuanx nn /)1()1()( 1 −−=∴ +

82 wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学

1.6  离散时间序列的Ｚ变换

5）时域卷积

)()()()( 2121 zXzXnxnx ↔∗

收敛域： I 21 xx RR
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

例：已知

)()(2 nunx =

||||,
1

1)( 11 az
az

zX >
−

= −

)()()( 21 nxnxny ∗=

)()(1 nuanx n=

求

1||,
1

1)( 12 >
−

= − z
z

zX
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

1||,)
11

1(
1

1
)1)((

)1)(1(
1)(

11

2

11

>
−

−
−−

=

−−
=

−−
=

−−

−−

z
az
a

za

zaz
z

zaz
zY

)]()([
1

1)( 1 nuanu
a

ny n+−
−

=∴
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

6）时域乘积 )()()( nynxnw =

∫

∫

−

−

=

=

cy

cx

dvvvYvzX
j

dvvvzYvX
j

zW

1

1

)()/(
2
1

)/()(
2
1)(

π

π

Cx：X(v)与Y(z/v)收敛域重合部分的围线
Cy：X(z/v)与Y(v)收敛域重合部分的围线
难点：确定极点是否落在围线之内
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

例： )()(,)()( 21 nubnxnuanx nn ==

||||,
1

1)(

||||,
1

1)(

12

11

bz
bz

zX

az
az

zX

>
−

=

>
−

=

−

−

)()()( 21 nxnxnw ⋅=

求 W(z)＝Z{w(n)}
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

|z|/ab

C2

a
zva

v
z |||| <⇒>

X2(v)收敛域为|v|>b

X1(z/v)的收敛域为|z/v|>a

∫ −
⋅

−
−

= 2

1
/

)/(
2
1)( c dv

bvazv
bz

j
zW

π
则
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

所以，C2仅包含一个极点v=b

||||,
1

1)( 1 abz
abz

zW ≥
−

= −
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

7）Parseval定理

1,1 >< ++−− yxyx RRRR

∫∑ −
∞

−∞=
= c

n
dvv

v
YvX

j
nynx 1)

*
1(*)(

2
1)(*)(
π

}1,min{||}1,max{
−

+
+

− <<
y

x
y

x R
Rv

R
R

)()(,)()( zYnyzXnx →→
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

)()( nynx = 时，推出序列能量关系

∫∑ −

∞

−∞=
= π

π
ω ω

π
deXnx j

n

22 |)(|
2
1|)(|
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8）序列终值

)()1(lim)(
1

zXzx
z

−=∞
→

1.6  离散时间序列的Ｚ变换

因果序列 x(n)，在单位圆上可有一阶极点

则
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

])()1([lim

)()1(

)()(

)()1()()1(

01

01

00

1

0

∑∑

∑∑

∑∑

∑

=

−

−=

−

∞→

∞

=

−
∞

−=

−

∞

=

−
∞

=

+−

∞

=

−

−+=

−+=

−=

−=−

N

n

n
N

n

n

N

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

znxznx

znxznx

znxznx

znxzzXz
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

)(
)1(lim

])()1([lim

)()1(lim

01

1

∞=
+=

−+=

−

∞→

=−=∞→

→

∑∑

x
Nx

nxnx

zXz

N

N

n

N

nN

z
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

10）时间倒置

)/1()( zXnx ↔− ，收敛域：1/Rx

11）共轭

*)(*)(* zXnx ↔ ，收敛域不变

9）序列初值
)(lim)0( zXx

z ∞→
=因果序列，
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

Ｚ变换与拉氏变换

Ｚ变换：离散信号变换到复频域－Ｚ平面

Ｌ变换：连续信号变换到复频域－Ｓ平面

Ωσ jsdtetx
sXtxL

st +==
=

∫
∞

∞−
− ,)(

)()]([
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

先将连续信号离散化，然后进行拉氏变换

∑
∞

−∞=

−=
n

nsTenxsXs )()(

与Ｚ变换比较，

z
T

seez TjTsT ln1, === + Ωσ

∑
∞

−∞=

−=
n

s nTtnxtx )()()( δ
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

Ｓ平面到Ｚ平面的映射变换

Ｓ

Ｓ Ｚ

Ｚ

s=σ+jΩ
Tez σ=

argz=ΩT=ω

1jΩs/2

-jΩs/2

jΩ

jIm[z]

jIm[z]
Re[z]

Re[z]

jΩ

σ

σ
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

sΩ
2
1

sΩ
2
1

−

S平面 Z平面

S平面的点周期性地映射到Z平面，对应点不唯一

Re[z]

jIm[z]

σ

jΩ
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1.6  离散时间序列的Ｚ变换

Ｚ变换与傅氏变换

∑
∞

−∞=

−=
n

nznxzX )()(

若收敛域包括单位圆，取
ωjez =

∑
∞

−∞=

−=
n

njj enxeX ωω )()(

x(n)序列傅氏变换是Z变换的一个特例：
单位圆上的Z变换
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1.7  离散时间系统的系统函数
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1.7  离散时间系统的系统函数

)()()( nhnxny ∗=

)()()( zXzHzY ⋅=

)]([
)(
)()( nhZ

zx
zyzH ==

对两边取Z变换

—系统函数
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1.7  离散时间系统的系统函数

∑ ∑
= =

−=−
N

k

M

r
rk knxbknya

0 0
)()(

∑

∑

=

−

=

−

= N

k

k
k

M

r

r
r

za

zb
zH

0

0)(

系统用差分方程表示

两边取 Z 变换，得
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1.7  离散时间系统的系统函数

稳定系统的定义： ∞<∑
∞

−∞=n
nh )(

故，稳定系统H(z)的收敛域必须包括单位圆。

因果系统的定义：h(n)=0，n<0

故，因果系统 H(z) 的收敛域必须包括无穷远。
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1.7  离散时间系统的系统函数

稳定系统：H(z)在单位圆上必没有极点。反
之不充分，单位圆上没有极点不一定稳定：

∑
∞

−=
0

)( nnzazH

1)( >
−

= a
az

zzH

a

单位圆

Re[z]

jIm[z]
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1.7  离散时间系统的系统函数

因果系统：H(z) 在无穷远处必没有极点。反
之不充分，无穷远处没有极点不一定因果。

∑
−

∞−

−−=
1

)()( nn zazH

1)( >
−

= a
az

zzH
a

单位圆

Re[z]

jIm[z]
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1.7  离散时间系统的系统函数

稳定因果系统：极点全部位于在单位圆内

单位圆

Re[z]

jIm[z]
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1.7  离散时间系统的系统函数

系统的频率响应：系统函数 H(z) 在单位圆上

∑
∞

−∞=

−=
n

njj enheH ωω )()(

与单频输入导出的结果相同。
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1.7  离散时间系统的系统函数

输入、输出之间的一般频谱关系：

)()()( ωωω jjj eXeHeY =

对单频输入 njAenx ω=)( ，在形式上有

njj AeeHny ωω )()( =

对一般输入 x(n)， )()()( nxeHny jω≠


