
扫描隧道显微镜（STM）

热现象是在自然界中是
十分普遍的，它是大量
分子不规则运动的宏观
表现，要认识热现象的
本质，必须研究分子的
微观运动。

玻耳兹曼：一位深受哲学困扰的物理学家 
1



§4.1 概率论的基本知识                    

§4.2 麦克斯韦速率分布率                       

本章内容

§4.3 麦克斯韦速度分布率 

§4.4 波尔兹曼能量分布率                      

热现象的微观理论就
是从宏观物体是由大
量热运动分子组成这
一微观结构出发，根
据大量分子热运动遵
循的统计规律和宏观
量是相应微观量的统
计平均值的概念；
把宏观物体的热现象
与组成宏观物体的大
量分子热运动联系起
来的理论。§4.5 能量按自由度均分布定理                      
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一、等概率性
     若在相同条件下重复进行同一试验，在总次数 
N 足够多的情况下，计算所出现某一随机事件的次
数 Ni ，则随机事件出现的百分比就是该事件出现
的概率：

等概率原理：对于平衡态的孤立体系，总能量
相等的各种微观粒子运动状态出现概率相等。

i
i N

NP lim
N
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粒子数按空间
位置分布曲线

    粒子落入其中一
格是一个随机事件，
大量粒子在空间的
分布服从统计规律。

二、统计规律

1、概率性
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（1）统计规律性的论断不是决定性的，实际上是一
种概率性。

（2）宏观过程的不可逆性，与大量分子所服从的统
计规律性直接有关。

（3）组成热力学体系的单个分子服从力学规律；

        整个体系则遵从统计规律。

      统计规律性是比机械运动更高级的热运动的基本
法则。

（4）只对大量个别偶然事件整体才起作用；

（5）个别偶然事件数量越多，规律越准确。 6



       概率相加法则：n 个互相排斥事件发生的
总概率是每个事件发生概率之和。
      概率相乘法则：互不相关的事件发生的
总概率等于各个事件的概率之积。
      相对均方根偏差：表示了随机变量在平
均值附近分散分布的程度，也称为涨落、散
度或散差。

三、概率的基本性质
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四、概率分布函数
？随机变量：随机现象在试验中发生的一系列事件

总可以用一系列数值表示，一个随机事件对应于一个数值，这种表示随机现象
各种事件的数值称为随机变量。随机变量分为两类：

离散型随机变量：随机变量所取的值是不连续的；

连续型随机变量：随机变量的数值是某一连续数量区间内所有的值，其可能是
0到接近光速c之间的任何值。

？几率分布(密度)函数：随机变量的取值和与其相应的几率之间关系。

离散型随机变量x,取值为x1,x2,…,xn时的几率分布为P1,P2,…,Pn,函数形式:

Pi =P(xi),(i=1,2,…,n).如掷子出现点数几率分布函数:Pi =1/6, (i=1,2,…,6)

连续型随机变量x,需要引入随机变量的取值出现在某数值x附近的小间隔内dx
内的几率dP(x)来表示,其形式写作: dP(x)= f(x) dx,其中f(x)是随机变量取x附近
单位随机变量间隔内值的几率,称随机变量的几率密度函数。

     寻找随机变量的几率分布(密度)函数是一项很重要的工作。
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例4.1 一根杆长L=2m的竹竿水平放在支架上，小鸟以
同等机会停留在杆上任一点。求：
（A）小鸟停留在长为L’=1m的范围内的概率p=？
（B）小鸟停留在x→x+Δx(0<x<l, Δx<<L)的概率:
p (x→x+Δx)=？
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五、涨落现象：实际出现的情况与统计规律发生偏
离的现象，也就是某一次观测量与按统计规律求出的
平均量之间出现偏离的现象。

即使对于大量个别随机事件的整体来说，存在涨落。

      这种现象是统计规律所特有的，但只要构成整体
的个别事件的数量越大，则涨落现象就越不显著。

？统计平均值：

？方差，相对涨落：
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伽尔顿板实验
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x xΔ
x xΔ N +Δ x 的粒子数

粒子数按空间
位置x 分布曲线

一、概率分布函数
基本性质: 

(1)对任一随机变量x，P(x)，
就是说其不会是负值;

(2)概率分布函数P(x)对所有
随机变量x值求和等于1。
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    设第 i 个狭槽中累积的球
的高度为hi ；
    则狭槽内球占据的面积
为△Ai，△Ni正比于面积：

    于是每个球落入第 i 个狭槽的概率为:

h

x

令 N 为球总数

△Ni = C △Ai = Chi △xi
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增量变为微分,求和变为积分:

令 则

         f(x)称为球沿 x 的分布函数，它代表了小
球落入 x 附近单位区间的概率dF(x)/dx,或是球
落在 x 处的概率密度。
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例4-2：在下图中列出某量x的值的三种不同概率分布函数图线。
试对于每一种图线求出常量A的值，使在此值下该函数成为归一
化函数。然后计算x和x2的平均值，在图（a）情形下还应该求出
|x|平均值。

-a +a
A

x

f（x）

A

f（x）

xO O 2a
A

f（x）

-a +aO

（a） （b） （c）

解：（a）按照归一化条件，概率分布曲线下面的面积为1，则

1[ ( )] 1
2

a a A A
a
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速率选择器
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1 tt =令 得：2

通过改变ω可获得不同速率区间的分子。
    只有满足此条件的分子才能同时通过两缝。

二、分子速率分布的测定
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测量原理

(1)  能通过细槽到达检测器 D 的分子所满足的条件；

（2）通过改变角速度ω的大小，选择速率v；
(3) 通过细槽的宽度，选择不同的速率区间

(4)沉积在检测器上相应的金属层厚度必定正比相应速率下的
分子数。 
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分
子 实
速 验
率 数
分 据
布
的

100~200
200~300
300~400
400~500
500~600
600~700
700~800
800~900

900

100＜

＞

20.6 %

1.4 %
8.1 %

16.5 %
21.4 %

15.1 %
9.2 %
4.8 %
2.0 %
0.9 %

 速 率 区 间      百分数
(m.s-1)

     1859年麦
克斯韦从理论
上得到速率分
布定律。 

     1920年斯
特恩从实验上
证实了速率分
布定律。
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速率分布函数：(v )

v

f

o

Δ v+v v                                分子数占总分子数的百分比。Δ
N

N
：

Δv vv + 的分子数；ΔN ：
三、麦克斯韦分子速率分布定律
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                              物理意义：速率在v 附近的单位速率间隔内的分
子数占总分子数的百分比, 或某分子速率出现在v 附近的单
位速率间隔内的概率.

( )f v

( ) dd Nf v v
N



满足归一化条件：
0

( ) 1df v v



     如果确定了速率分布函数       ，就可以用积分的方法求出分布
在任一有限速率范围              内的分子数占总分子数的比率
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对于与气体热运动速率有关的物理量         ，其平均值为

       0 0

1
vv v v vF F dN F f dv

N
 

  

 vF

问题：已知f(v)是速率分布函数, 说明以下各式的物理 意义：
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麦克斯韦速率、速度分布率

麦克斯韦速率分布率表达式为

23/2 2 /2( ) 4 ( )
2

mv kTvdN mf v v e
Ndv kT




 

  2, , 3/2 /2( ) ( )
2

x y zv v v mv kT

x y z

dN mF v e
Ndv dv dv kT

 


麦克斯韦速度分布率表达式为
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23 2
22( ) 4

2

mv
kTmf v e v

kT



   

 

麦克斯韦分布律的性质与特征
麦克斯韦速率分布率适用于平衡态的气体

f(vp)

0 v

f(v)

vp v v+dv

面积= 
dNv

N

A
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♦   温度T变化:当T升高时, A点右下移, 分布变平坦.温度越
                          高, 速率大的分子数越多.

f(v)

f(vp3)

vvp3

f(vp1)

f(vp2)

T1

T3

T2

vp2vp1

A

T1<T2<T3

♦  有最大值vp, 一边无限延伸, 最小值为0(v=0时).
曲线的特点:
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♦ 粒子质量m变化:当m增大时, A点左上移, 分布变
陡峭.
♦粒子质量越大, 速率大的分子数越少.

f(v)

f(vp3)

vvp3

f(vp1)

f(vp2)

m1

m3

m2

vp2vp1

A

m1>m2>m3
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 注意：应用麦克斯韦分布律计算有关问题时，常用到一
些广义函数积分的递推公式，在此列出供查阅

2

2

2
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(1) 平衡态下微观粒子的三种速率

1) 最概然速率(最可几速率) vp---出现概率最大的速率

 

23/2
2 2

0

4
2

p
v v v

mv
T

d f
dv

d mv e
dv T










     
   

32 0p p
mv v
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麦克斯韦分布律的应用

2 2
p

kT RTv
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3) 方均根速率 2v

 
2 2

0
3vv v f dv kT m


 

 0

8 1.60v
T RTv vf dv
m

 


  

2) 平均速率 v

v0 2vv

pv
 vf

O v

三种速率在不同的问
题中各有自已的应用

2 3 3kT RTv
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 例4-3：气缸有单原子理想气体，若绝热压缩
使容器减少一半，问气体分子的平均速率变为
原来的几倍？

解：

绝热过程

单原子分子  γ= 5/3

1

2

1

2       8
Τ
Τ

v
vRTv 



CTV 1

2
1

2

1

1

2

1

2



γ

)
V
V(

T
T

v
v

26.1)2(   3
1

1

2 
v
v
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4-9  设想有N个气体分子，其速率分布函数为  0 0

0

0
( )

0
Av v v v v

f v
v v

   


试求:(1)A;(2)最可几速率,平均速率和方均根;(3)速率介于0-v0/3间分
子数; (4)速率介于0-v0/3间的气体分子的平均速率。 
解：(1)由归一化条件  0 3 3

0 0 00
1 6

6
v AAv v v dv v A v    

(2)最可几速率:  0 0
( ) 2 0 2

p
p

pv
v

df v A v v v v
dv

    

平均速率:

方均根速率:

 0 2
0 030 0

0

6( ) 2
v

v vf v dv v v v dv v
v


    

 02 2 3
0 030 0

0

6( ) 0.3
v

v v f v dv v v v dv v
v


    

(3)速率0-v0/3间分子数    
0 0
3 3

030 0
0

6 7 27
v v

N dN Nf v dv N v v v dv N
v

       
(4)速率介于0-v0/3间的气体分子的平均速率

   
0

0

0 0

3
3 030

0 0 0
0 3

3
0

6
3

7 27 14

v
v

v v

N v v v dvNf v dv v vv
N

dN
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一、速度空间
      以速度矢量的三个分量为轴组成的直角
坐标系所确定的空间为速度空间。
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     在 vx  vx+dvx ， vy vy+dvy， vz  vz+dvz区间
内划出一个体积为 dvx dvy dvz 微分元。

微分元中的代表点数目：

      代表点：在速度空间，仅以速度矢量的
端点来表示这一矢量的点。

         dN(vx ,vy ,vz)

速度分布函数： f ( vx, vy, vz)

zyx

zyx
zyx

dvdvNdv
vvvdNvvvf )(),,( ,,
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       在速度空间中划出一个垂直于vx轴的厚度
为dvx的无穷大平板,不管速度 y、z 分量如何,只
要速度的x 分量在vx  vx+dvx范围内,则所有这些
分子代表点都落在此平板中。

    f(vx)dvx 为分子x 
方向速度的概率分
布函数。

xx
x dvvf

N
vdN )()(
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由相互独立的同时事件概率相乘法则可知：

二、麦克斯韦速度分布

其中

zzyyxx

zyxzyx
zyx

dvvfdvvfdvvf

dvdvdvvvvf
N

vvvdN

)()()(

)()(
,,

,,
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2 2

x x
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dN v m mvf v dv dv
N kT kT
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vx

f (vx)

o

麦克斯韦速度分布(velocity distribution)图线

(1)分子按速度分量 vx 的分布图线是一条关于 vx 

= 0 值对称的曲线;

(2)在相等的速率间隔 
dvx 中，| vx| 越小的分
子所占比率越大。
在 vx = 0 附近的比率
最大。
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三、麦氏速度分布导出速率分布

球壳的体积为 4πv2dv

O

麦克斯韦速度分布不考虑气体分子间的相互
作用，只适用处于平衡态的理想气体。
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代表点的数密度

     根据分子各向同性的假设，球壳内
代表点数为

dvv
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一、玻尔兹曼分布
　　麦克斯韦速度分布率
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      麦克斯韦速度分布推广到处于保守力场中的气体。
      在平衡态，速度在 ( vx ,vy  , vz ) 到 ( vx +dvx ,  vy+dvy , 
vz+dvz )，而位置在( x , y , z  )到 ( x+dx , y+dy , z+dz  )范
围内的分子数为：

     式中 :no 是在气体分子的势能为零处，单
位体积中所包含的各种速度的分子总数;
           E = Eｋ + Ep  为分子的总能量。

0

3/2

exp
2

x y z
m EdN n dv dv dv dxdydz
kT kT
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二、气体分子按势能分布
      在坐标区间 x  x+dx ,y  y+dy,z  z+dz 内具
有所有各种速度的分子数为：

根据归一化条件，上式积分项的数值为1。

dxdydz
kT

n

dvdvdv
kTkT

m

dxdydz
kT

n

dNNd

p

zyx
k

p



























  

  








exp

)exp(
2

exp

0

0
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      此式即分子按势能的分布规律，是玻尔
兹曼分布律的一种常用形式。
　　①表示分子处于势能较高的位置的概率
较小，即分子将优先占据势能较低的状态；
      ②若在重力场中 P = mgz，则任意高度 
z 处单位体积内的分子数为：

　   在势能 P 处，单位体积中具有各种速
度的分子数 n 为：












kT
n

dxdydz
Ndn pexp0
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      此式即重力场中微粒按高度的分布规律。

        大气标高H是粒子按高度分布的特征量，
它反映了气体分子热运动与分子受重力场作用
这一对矛盾。
















RT
gzn

kT
mgznn expexp 00

 在重力场中气体的分子数密度
n 随高度的增大按指数减小。

mol

kT RTH
mg M g

 

 n
(v

)
  n

0 

Z/kmO

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

20 40 60 80

H2

O2
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      玻尔兹曼分布是普遍的规律。
       对于处于平衡态气体中的原子、分子、布朗粒
子及液体、固体中的很多粒子,一般都可用玻尔兹曼
分布(粒子之间相互作用很小可予忽略)。

③在温度一定时，大气压强随高度按指数规律
减小。

















RT
gzP

RT
gzkTnnkTP





exp

exp

0

0
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      它表示处于平衡态的系统，在两个不同能
量状态上的粒子数的比值与系统的温度及能
量之差之间有确定的关系。

        玻尔兹曼因子表示在一定温度时，分子
或粒子处于能量差为E1－E2 两种不同状态上
的粒子数密度之比。

1 2 1

2

exp( ) exp( )E E E N
kT kT N


   

1 2
1 2 exp( )E En n

kT


  1 2

1 / 2ln( )
E ET

k n n
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例4.4：求上升到什么高度时大气压减为地面的
75% ？设空气温度为0C，空气的摩尔质量为
2.89×10-2 Kg.mol-1。

解：

）（m .
..

.h 2300  750ln  
8902890

273318







0

ln
P
P

g
RTh



RT
gh

P
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0

ln
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gh

e
P
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0

      0     eP  P RT
gh
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例4.5：星体周围大气的稳定性。试计算气体在
大气中的逃逸速率与方均根速率之比。其中：
大气温度T=290K，地球质量Me=6.0×1024Kg,
地球半径Re=6.4×106m。
解：设离地球中心无穷远处引力势能为零，则

e

e
p R

mMGE 

分子逃逸条件：
e

e
kp R

GMvmvEE 2
2
1 2 

逃

而对于气体分子，其方均根速率为：

RTv 32 

故两速率之比：
TRTR

GM
v

vK
e

e 


3
2

2

逃
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气体种
类

氢气 氦气 氮气 氧气 CO2

速率之
比

5.9 8.3 22.1 23.6 27.7

①气体的两速率比愈小表明分子愈容易逃脱地球引力
场作用空间;
这是大气层中氢气和氦气成份远小于氮气和氧气的原
因之一。
②由K的表达式知：
      由臭氧层破坏形成温室效应及植被破坏因素引起
的温度升高就会降低地球周围大气K值，从而改变大气
结构并影响其稳定性，直接威胁人类生存环境。
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    确定运动物体在空间位置所需要的独立坐标数目.
1、自由度

    研究气体的能量时, 气体分子不能再看成质点, 微观
模型要修改, 因为分子有平动动能, 还有转动动能, 振动
动能.

双原子分子：
刚性  i=5
非刚性 i=6

多原子分子：
刚性: i=6

非刚性: i  3n

 气体分子运动自由度： 

单原子分子：3个平动自由度, i=3

49



2、能量按自由度均分定理
21 3

2 2
mv T理想气体的平均平动能为

2 2 2 21 1 1 1
2 2 2 2x y zmv mv mv mv  

在平衡状态下 2 2 2 21
3x y zv v v v  

2 2 21 1 1 1
2 2 2 2x y zmv mv mv T  

      分子在每个平动自由度上的平均动能相等, 都等于kT/2. 
50



在温度为T的平衡态下, 物质分子的任何一个自由度上均分
配有kT/2 的平均热运动动能. 

能量按自由度均分定理：

 1 2
2

t r s kT   分子的平均总能量

t：平动自由度数；r：转动自由度数；s：振动自由度数

i= ?

非刚性多原子

i= 7

非刚性双原子

i= 6i= 5i=3

刚性多原子刚性双原子单原子

推广:平衡态时, 任何一种运动或能量都不比另一种运动或能量
         更占优势, 在各个自由度上, 运动的机会均等且能量均分。
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3、理想气体的内能与热容              

理想气体(刚性分子)的内能, 是系统内全部分子的平动
动能和转动动能之和。       

( )
2 2mol A
i iU N kT RT 1mol理想气体的内能：

2
iU RT mol理想气体的内能：

理想气体的内能是温度的单值函数 U =U(T)

根据定义

 ,
1 2
2V m

Q dUC t r s R
dT dT


     

3
2

R

5
2

R

单原子分子气体

双原子刚性分子
气体
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例题4-6 求在温度为30℃时氧气分子的平均平动动能, 
平均动能, 平均能量以及4.010-3 kg的氧气的内能.

解:    氧分子是双原子分子, 平动自由度t=3, 转动自由度r=2，
常温下, 可以认为分子是刚性分子, 不计振动.

213 6.28 10 ( )
2 2

Jt
t kT kT    平均平动动能

205 1.05 10 ( )
2 2

Jk
t r kT kT 

   平均动能

201.05 10 ( )Jk    平均能量

25 7.87 10 ( )
2

JMU RT


   内       能
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H 2 V

值随温度
的变化

的C

如果考虑到振动自由度， V 是温度的函数C

50K 2500K500K

~ ~3 5

22
RR

12.477 20.934 29.38

7

2
R

 非线性多原子 

单原子

双原子

3

5

6

分子 VC

R

R

R

C P

R

R

R

i

5/2

3/2

6/2

5/2 5/3

7/2

8/2

7/5

4/3

~
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 4、经典理论的缺陷和量子理论的定性解释
   单原子理论与实际值符合得很好,双原子理论与实际值有明
显的差别。

低温平动、常温转动、高温振动，经典理论无法解释。

量子理论：平动连续，但分子转动、振动量子化。

1、振动能量的量子化 ...2,1,0,
2
1







  nhnU n 

在一定温度下，系统的N个分子可处在各个不同的振动状态
或分布在各个能级上。

hUee
e

e
n
n kT

U
kT

UU

kT
U

kT
U













,
01

0

1

0

1

在低温下，即kT>>hv=∆U 时，n1/n0<<1,即n0>>n1，分布在基态。
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   在温度升高，当kT=hv，T=hv/k=θv时，

分子振动自由度被解冻，称之为振动特

征温度。
2、转动能量的量子化

 
2

r 2

2

U 1
8
( 1),

0,1, 2...;
8

h J J
I

hBJ J
hJ B

I





 

 

 

同样可定义转动特征温度：
k

hB
r 

3、实验及量子理论可知双原子分子系统的CV,m

(1)0-101K,分子只有平动, CV,m =3R/2;
(2)300K,分子只有平动+转动, CV,m =5R/2;
(3)750K以上,分子只有平动+转动+振动, CV,m =7R/2;
        对于多原子分子构成的气体，应根据实验事实和量子理
论作相应地修正。

振动

转动

平动

T / K

C
V,

m
 / 

R

0

3/2

5/2

7/2

25 100 500 1000 5000
氢气CV,m---T曲线
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统计规律特点：稳定性；涨落现象。
涨落分为两类：围绕平均值的涨落、布朗运动。
布朗运动为分子动理论的基本假设提供了明显的实验证据。
爱因斯坦：分子热运动论所要求的静止液体中悬浮
粒子的运动。
斯莫路乔夫斯大林基、朗之万等。

1、爱因斯坦对布朗运动的理论解释
（1）布朗运动是持续不断的运动着的液体分子频繁地撞击
布朗粒子（花粉）所引起的；
（2）这些分子运动是如此复杂，以至只能对它们给布朗粒
子（花粉）的影响作概率上描述，而把布朗粒子受它们的
撞击看作是统计独立的。 57



   著名的扩散方程： 2

2

n nD
t x

 


 
t=0时，N个布朗粒子都集中在x=0的位置，其解：
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( ) ( ) dNdN N d

Nd
     


表示一个粒子处于位移为Δ处单位位移间隔内的概率。

     1d



        

设n（x，t）为时刻t、位于坐标x处单位体积内的粒子数，则在 t+τ时刻，
位于x处单位体积内的粒子数为

     , ,n x t n x t d
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2、朗之万方程

2222 mx
dt
dmx

dt
d,x

dt
dx

dt
d



f(t):粘滞阻力-αv;随机作用力F(t) 

(1)描述布朗运动

)(')(2

2

tFtf
dt

xdm 

(t)F'F(t)
dt
dxα

dt
xdm 2

2



当不存在其它外力时F’(t)=0，朗之万方程为 F(t)
dt
dxα

dt
xdm 2

2
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2

t
m
α

1
2 CeCt

α
2kTx 



t
α

2kTx 2  2x       与t成正比是随机过程的典型结果

如果假设所有的粒子在t=0时都处在x=0，即x描述颗粒的位移，便得C2=0

涨落耗散定理是接近平衡态的非平衡理论的重要
内容：接近平衡但又处于不平衡的系统中有三种
最基本的过程，这就是趋向平衡、线性输运和涨
落。
三种过程本质上密切相关：
       （1）假定液体中某处的溶质浓度忽然比附
近增高，因而局部偏离平衡，那下一时刻就会产
生粒子流使得多余的溶质向浓度低的方向扩散。
       （2）扩散流比例于浓度梯度；扩散引起耗
散，不过耗散是比例于扩散流平方的二阶效应。
       （3）无论局部的浓度增加是由于从外界注
入溶质，还是来自内部涨落，随后发生的扩散过
程是一样的。这是涨落耗散定理的物理基础。 61



3、佩兰实验
     爱因斯坦并没有因为布朗运动理论而得到诺贝尔奖，但法国物理学家佩
兰（Jean Baptiste Perrin，1870—1942）却因为1908年以来证实爱因斯坦理
论的实验研究获得1926年的诺贝尔物理学奖。获奖说明是“为了他关于物
质离散结构特别是沉积平衡的发现”。

       当时布朗运动实验的主要意义：证明了分子存在，且提供了测量阿佛
伽德罗常数的一种新办法。
       沉积平衡的直观实例发生在超速离心机：
       高速旋转的处于水平位置的试管里，大小不同的颗粒在离心力作用下
沿径向往外运动，越往外离心力也越大，但所受到的液体的黏滞阻力也越
大，于是在一定半径处达到平衡。
       现代分子生物学实验室里分离大小分子集团的重要手段之一。由沉积
平衡定义的沉积系数S，在分子生物学中作为分子量的度量一直沿用至今，
如：23SrRNA确实比16SrRNA大，但并不成简单比例关系。

      同年的诺贝尔化学奖颁给了瑞典人斯维德堡（Theodor Svedberg，1884—1971），
理由是“为了他关于弥散系统的工作”，而斯维德堡的诺贝尔演讲题目却是“超速离
心机”。沉降系数S又称斯维德堡单位，并没有因为佩兰而改用P。 62



63

“It is necessary to be patient.” 
• 1908年，佩兰和学生开始布朗运动的实验。
• (很多组员在第一次世界大战中阵亡。)
• 要证实爱因斯坦理论，需要制备大小归一

的布朗粒子。
• 从藤黄中提取材料，重复使用离心机，经

过数月天天不断工作，制备了合用样品。

实验室用离心机

佩兰的实验组证实布朗粒子的扩散，按时
间的平方根增加；
一系列的实验证实了爱因斯坦关于布朗运
动的理论；
甚至奥斯华也认输，承认原子是真实的。 63



现代数理科学描述自然界，三种基本“逼近”模式：
周期、随机和混沌。
周期模式：以二体问题为典范，可从开普勒行星运动三
定律、牛顿力学、狭义和广义相对论、从玻尔到狄拉克
的氢原子模型，一直到杨氏对称关系（Yangian）。
混沌模式：一维非线性映射为可解实例，横跨尺度变换
下的不变性、标度律、对称破缺、临界指数、符号动力
学、分形与分维，乃至重正化群等重要概念。
随机模式：以布朗运动为试金石，涉及本部分提到和没
有提到的方方面面。 

小结：
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伽尔顿板实验

斯特恩实验

麦氏速率分布

麦氏速度分布 玻氏分布

气体分子势能分布

等温大气压强

总结
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