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第1章 静力学公理和物体的受力分析 
 

1-1  画出下列各图中物体 A，ABC 或构件 AB，AC 的受力图。未画重力的各物体的自

重不计，所有接触处均为光滑接触。 
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图 1-1 
1-2 画出下列每个标注字符的物体的受力图。题图中未画重力的各物体的自重不计，所

有接触处均为光滑接触。 
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第2章 平面汇交力系与平面力偶系 
 

2-1 铆接薄板在孔心 A，B 和 C 处受 3 个力作用，如图 2-1a 所示。 N 1001 =F ，沿铅

直方向； N 503 =F ，沿水平方向，并通过点 A； N 502 =F ，力的作用线也通过点 A，尺

寸如图。求此力系的合力。 
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图 2-1 
解 （1） 几何法 
作力多边形 abcd，其封闭边 ad 即确定了合力 FR的大小和方向。由图 2-1b，得 

2
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（2）解析法  建立如图 2-1c 所示的直角坐标系 Axy。 
N 805/3N50N505/321 =×+==×+=∑ FFFx  

N 1405/4N50N1005/421 =×+=×+=∑ FFFy  

N)14080(R jiF +=  

N 161N)140(N)80( 22
R =+=F  

2-2 如图 2-2a 所示，固定在墙壁上的圆环受 3 条绳索的拉力作用，力 F1沿水平方向，

力 F3 沿铅直方向，力 F2与水平线成 40°角。3 个力的大小分别为 F1=2 000 N，F2=2 500 N，

F3=1 500 N。求 3 个力的合力。 
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图 2-2 
解 （1）解析法 
建立如图 2-2b 所示的直角坐标系 Oxy。 
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°+=∑ 40sin23 FFFy °⋅+= 40sinN5002N5001 =3 107 N 
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（2）几何法 
作力多边形 Oabc，封闭边 Oc 确定了合力 FR的大小和方向。根据图 2-2c，得 

2
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2-3  物体重 P=20 kN，用绳子挂在支架的滑轮 B 上，绳子的另 1 端接在绞车 D 上，如

图 2-3a 所示。转动绞车，物体便能升起。设滑轮的大小、杆 AB 与 CB 自重及摩擦略去不计，

A，B，C 三处均为铰链连接。当物体处于平衡状态时，求拉杆 AB 和支杆 CB 所受的力。 
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图 2-3 
解  取支架、滑轮及重物为研究对象，坐标及受力如图 2-3b 所示。由平衡理论得 

030sin30cos ,0 T =°−°−−=∑ FFFF CBABx  

030cos30sin ,0 T =−°−°−−=∑ PFFF CBy  

将 FT=P=20 kN 代入上述方程，得 
kN 6.54=ABF （拉）， kN  6.74−=CBF （压） 

2-4 火箭沿与水平面成 °= 25β 角的方向作匀速直线运动，如图 2-4a 所示。火箭的推力

F1=100 kN，与运动方向成 °= 5θ 角。如火箭重 P=200 kN，求空气动力 F2 和它与飞行方向

的交角γ 。 
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         图 2-4 
解  坐标及受力如图 2-4b 所示，由平衡理论得 

0sin)cos(  ,0 21 =−+=∑ ϕβθ FFFx              (1) 

)cos( sin 12 βθϕ += FF  

开网店找创业先锋QQ764123858
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



 11

0cos)sin(  ,0 21 =+−+=∑ ϕβθ FPFFy                         (2) 

)sin(cos 12 βθϕ +−= FPF  
式(1)除以式(2)，得 

)sin(
)cos(

tan
1

1

βθ
βθ

ϕ
+−

+
=

FP
F

 

代入有关数据，解得 
°= 30ϕ  

°=°−°+°=−+°= 9525309090 βϕγ  
将ϕ值等数据代入式(1)，得 

kN 1732 =F  
2-5  如图 2-5a 所示，刚架的点 B 作用 1 水平力 F，刚架重量不计。求支座 A，D 的约

束力。 

       

y

x
B

A D

C

AF

DF

F

 
                        (a)             (b) 

图 2-5 

解  研究对象：刚架。由三力平衡汇交定理，支座 A 的约束力 FA必通过点 C，方向如

图 2-5b 所示。取坐标系Cxy，由平衡理论得 

0
5

2 ,0 =×−=∑ Ax FFF              （1） 

0
5

1 ,0 =×−=∑ ADy FFF               （2） 

式(1)、(2)联立，解得 

FFFA 12.1
2
5

== ， FFD 5.0=  

2-6  如图 2-6a 所示，输电线 ACB 架在两线杆之间，形成 1 下垂曲线，下垂距离 CD=f=1 
m，两电线杆距离 AB=40 m。电线 ACB 段重 P=400 N，可近似认为沿 AB 连线均匀分布。求

电线中点和两端的拉力。 
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图 2-6 
解  本题为悬索问题，这里采用近似解法，假定绳索荷重均匀分布。取 AC 段绳索为研

究对象，坐标及受力如图 2-6b 所示。图中： 

N 200
21 ==
PW  

由平衡理论得 
        0cos,0 TT =−=∑ θACx FFF                                    (1) 
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        0sin,0 1T =−=∑ WFF Ay θ                                       (2) 

式（1）、（2）联立，解得 

        0102

110
1

N200
sin

22

1
T =

+

==
θ

WF A  N 

        0002
110

10N0102cos
22TT =

+
×== θAC FF  N 

因对称 
0102TT == AB FF  N 

2-7 如图 2-7a 所示液压夹紧机构中，D 为固定铰链，B，C，E 为活动铰链。已知力 F，
机构平衡时角度如图 2-7a，求此时工件 H 所受的压紧力。 

 

y

F

B
θ C

BCF
BFN

y

θ CDF

x′

θ

BCF ′

θ

CEF

xC

y

θ

CEF ′

EFN

HFN

E

 
     (a)      (b)       (c)       (d) 

图 2-7 
解  （1）轮 B，受力如图 2-7 b 所示。由平衡理论得 

θsin
  , 0 FFF BCy ==∑ （压） 

（2）节点 C，受力如图 2-7c 所示。由图 2-7c 知， CDBC FF ⊥' ，由平衡理论得 

0)290cos(  ,0 =−°−=∑ θCEBCx FFF ， 
θ2sin

BC
CE

F
F =  

（3）节点 E，受力如图 2-7d 所示 

θ
θ 2N sin2

cos' , 0 FFFF CEHy ===∑  

即工件所受的压紧力 

θ2N sin2
FF H =  

2-8  图 2-8a 所示为 1 拨桩装置。在木桩的点 A 上系 1 绳，将绳的另 1 端固定在点 C，
在绳的点 B 系另 1 绳 BE，将它的另 1 端固定在点 E。然后在绳的点 D 用力向下拉，使绳的

BD 段水平，AB 段铅直，DE 段与水平线、CB 段与铅直线间成等角 rad .10=θ （当θ 很小

时， θθ ≈tan ）。如向下的拉力 F=800 N，求绳 AB 作用于桩上的拉力。 
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                 (a)          (b)             (c) 

图 2-8 
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解  （1）节点 D，坐标及受力如图 2-8b，由平衡理论得 
0cos ,0 =−=∑ θDEDBx FF F  

0sin  ,0 =−=∑ FFF DEy θ  

解得 
θcotFFDB =  

讨论：也可以向垂直于 DEF 方向投影，直接得 
θcotFFDB =  

（2）节点 B，坐标及受力如图 2-8c 所示。由平衡理论得 
0sin  ,0 ' =−=∑ DBCBx FFF θ   

0sin  ,0 =−=∑ ABCBy FFF θ  

解得 

kN 80
1.0

N800cotcot 22
2 =====

θ
θθ FFFF DBAB  

2-9 铰链 4 杆机构 CABD 的 CD 边固定，在铰链 A、B 处有力 F1，F2 作用，如图 2-9a
所示。该机构在图示位置平衡，不计杆自重。求力 F1 与 F2的关系。 

        

y

x
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1F
ACF

A °45
°60

          

x

y

B
°30
°30

ABF ′

2F
BDF

 
    (a)                 (b)            (c) 

图 2-9 
解  (1) 节点 A，坐标及受力如图 2-9b 所示，由平衡理论得 

030cos15cos ,0 1 =°+°=∑ FFF ABx ， 
°

−=
15cos2

3 1FFAB （压） 

（2）节点 B，坐标及受力如图 2-9c 所示，由平衡理论得 
        060cos30cos ,0 2 =°−°−=∑ FFF ABx  

1
1

2 1.553
15cos2

3
3 F

F
FF AB =

°
=−=  

即      1F ﹕ 644.02 =F  
    2-10  如图 2-10 所示，刚架上作用力 F。试分别计算力 F 对

点 A 和 B 的力矩。 
解 θcos)( FbM −=FA  

    
)cossin(

sincos)(
θθ
θθ

baF
FaFbM B

−=
+−=F

 

 
 
                                                                                                 

图 2-10 
2-11  为了测定飞机螺旋桨所受的空气阻力偶，可将飞机水平放置，其 1 轮搁置在地秤

上，如图 2-11a 所示。当螺旋桨未转动时，测得地秤所受的压力为 kN 6.4 ，当螺旋桨转动

时，测得地秤所受的压力为 kN 4.6 。已知两轮间距离 m 5.2=l ，求螺旋桨所受的空气阻力

偶的矩M 。 
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                     (a)                                      (b) 

图 2-11 
解  研究对象和受力如图 2-11b，约束力改变量构成 1 力偶，则 

     0=∑M ， 0)kN6.4kN4.6( =−+− lM ， mkN 5.4kN8.1 ⋅=⋅= lM  
2-12  已知梁 AB 上作用 1 力偶，力偶矩为 M，梁长为 l ，梁重不计。求在图 2-12a，2-12b，

2-12c 三种情况下支座 A 和 B 的约束力。 

   
BF

l

2/l

AF
A B

M

 
      (a)       (a1) 

    

BA

3/l

l BFAF

M

  
      (b)       (b1) 

 l θ

2/lθ
AF
A B

M

BF  
                     (c)       (c1) 

图 2-12 

解 （a） 梁 AB，受力如图 2-12a1 所示。 BA FF , 组成力偶，故 

BA FF =  

      0=∑ AM ， 0=− MlFB ，  
l

MFB = ，
l

MFA =  

（b）梁 AB，受力如图 2-12b1 所示。 

      0=∑ AM ， 0=− MlFB ， 
l

MFF AB ==   

（c）梁 AB，受力如图 2-12c1 所示。 

      0=∑ AM ， 0cos =− MlFB θ ， 
θcosl

MFF AB ==   

2-13  图 2-13a 所示结构中，各构件自重不计。在构件 AB 上作用 1 力偶矩为 M 的力偶，

求支座 A 和 C 的约束力。 
解 （1）BC 为二力杆： BC FF −=  （图 2-13c） 

（2）研究对象 AB，受力如图 2-13b 所示，
', BA FF 构成力偶，则 

 0=∑M ， 022N =−×× MaF A ， 
a
M

a
MFA 4

2
22

==  
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a
MFFF ABC 4

2
===  

   AF
A

°45

B

BF ′

M

   
C

B

CF

BF

°45

 
     (a)      (b)          (c) 

图 2-13 
2-14  图 2-14a 中，两齿轮的半径分别是 r1，r2，作用于轮 I 上的主动力偶的力偶矩为

M1，齿轮的啮合角为θ ，不计两齿轮的重量。求使两轮维持匀速转动时齿轮 II 的阻力偶之

矩 M2 及轴承 O1，O2 的约束力的大小和方向。 

 θ

1O

1M

1r

F ′

1OF
θ

2O
F

F ′

2M

2O

θ

θ

2r

 
                 (a)                      (b)                 (c) 

图 2-14 
解 （1）轮 O1，受力如图 2-14b 所示 

       ，0cos  ,0 111 =−=∑ θrFMM O   
θcos1

1
1 r

M
FO =  (方向如图)   

  （2）轮 O2，受力如图 2-14c 所示 

       0cos  ,0 222 =−=∑ θrFMM O ， 
θcos2

2
2 r

MFO =  (方向如图) 

                 12 ' OO FFFF === ， M
r
r

M
1

2
2 =  

2-15 直角弯杆 ABCD 与直杆 DE 及 EC 铰接如图 2-15a，作用在杆 DE 上力偶的力偶矩

mkN 04 ⋅=M ,不计各杆件自重,不考虑摩擦，尺寸如图。求支座 A，B 处的约束力和杆 EC
受力。 

      

°45
°45

DF

ECF
E

D
M

        

C

D

EA B

BF
m4

AF °60

M

 
             (a)                      (b)                         (c) 

图 2-15 

解  （1）EC 为二力杆，杆 DE 受力如图 2-15b 所示 
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0
2
24  ,0 =+⋅⋅−=∑ MFM EC  

( ) kN 14.1kN 210
22

40
===ECF  

   （2）整体，受力图 c。为构成约束力偶与外力偶 M 平衡，有 

BA FF =  
030cos4   ,0 =°⋅×−=∑ AFMM  

   kN
3

20
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=AF kN 1.51≈ ， kN 1.51≈BF  

2-16 在图 2-16a 所示结构中，各构件的自重略去不计，在构件 BC 上作用 1 力偶矩为 M
的力偶，各尺寸如图。求支座 A 的约束力。 

   

CF

BF
B

C
M

y

x

°45

AF

CFC

A
DF

l l  
    （a）          (b)                         (c) 
                                            图 2-16 

解  (1) 研究对象 BC，受力如图 2-16b 所示，为构成约束力偶，有 

CB FF =  

  MlFM B 0 ,  0 =+⋅−=∑ ， 
l

MFB =  

l
MFF BC ==  

(2) 研究对象：ADC，受力如图 2-16c 所示 
         045cos    , 0 ' =°+−=∑ ACx FFF  

                   
l
MFF CA

22 ' == （方向如图） 

2-17 在图 2-17a 所示机构中，曲柄 OA 上作用 1 力偶，其力偶矩为 M；另在滑块 D 上

作用水平力 F。机构尺寸如图，各杆重量不计。求当机构平衡时，力 F 与力偶矩 M 的关系。 

  

a

OF

ABF
θ θM

A O

  

x

θ
θ

B BDFBCF
θ

ABF ′

 

DNF

F

BDF′
θ

x
D

 
     (a)           (b)             (c)         (d) 

图 2-17 

解 （1）杆 AO，受力如图 2-17b 所示 

     0=∑M ， MaFAB =⋅θcos ， 
θcosa

MFAB =                      （1） 

（2）节点 B，受力如图 2-17c 所示 
      0=∑ xF ， 02sin2cos' =− θθ BDAB FF  
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式（1）代入上式，得 

θθ
θ

θ
θ

2sincos
2cos

2sin
2cos'

a
MFF AB

BD ==                    (2) 

（3）滑块 D，受力如图 2-17d 所示 
      0=∑ xF ， 0cos =− θBDFF   
式（2）代入上式，得 

θ2cot
a
MF =  
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第 3 章  平面任意力系 
 

3-1  图 3-1a 中，已知 N 1501 =F ， N 2002 =F ， N 3003 =F ， N 200'== FF 。

求力系向点 O 简化的结果；并求力系合力的大小及其与原点 O 的距离 d。 

          

x

y

O

OM

RF ′

RF

 
     (a)               (b) 

图 3-1 
解  (1) 求合力 RF 的大小 

5
2

10
1

2
1

321 ×−×−×−=∑ FFFFx  

        N 62.437
5

2N300
10
1N200

2
1N150 −=×−×−×−=  

5
1

10
3

2
1

321 ×−×−×−=∑ FFFFy  

       N 62.161
5

1N300
10
3N200

2
1N150 −=×+×−×−=  

主矢   ( ) N 5.466N )62.161()62.437()()( 2222'
R =−+−=∑+∑= yx FFF  

主矩   m08.0m
5
20.0m

2
10.0

31 ×−×+×= FFFM O  

        mN 44.21m08.0N200m
5
20.0N300m

2
10.0N150 ⋅=×−×+×= （逆） 

合力 RF 在原点 O 的左侧上方，如图 3-1b 所示，且 N 5.466'
RR == FF  

 (2) 求距离 d 

 cm 59.4m9045.0
N5.466

mN44.21
'

R

==
⋅

==
F
M

d O  （图 3-1b） 

3-2  图 3-2a 所示平面任意力系中 N 2401 =F ， N 802 =F ， N 403 =F ，

N 1104 =F ， mmN 0002 ⋅=M 。各力作用位置如图 3-2b 所示，图中尺寸的单位为 mm。

求：（1）力系向点 O 简化的结果；（2）力系的合力的大小、方向及合力作用线方程。 

          

-6

y

xO
RF ′

RF

OM

 
      (a)              (b) 

图 3-2 
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解（1） 向点 O 简化 

N 150
2
2

421
'

R −=−−⋅= FFFF x ，  0
2
2

31
'

R =−⋅= FFF y  

N 150R iF ' −=  
MFFFM O −×−×+×= mm30mm50mm30 432  

         
mmN 900

mmN0002mm30N110mm50N40mm30N80
⋅−=

⋅−×−×+×=
（顺） 

(2) 合力 
  大小： N 150R =F ，方向水平向左。合力作用线方程： 

mm 6
N150
mmN900

R

=
⋅

==
F
M

y O  

由 OM 转向知合力作用线方程为 
  mm 6−=y  

3-3  如图 3-3 所示，当飞机作稳定航行时，所有作用在它上面的力必须相互平衡。已

知飞机的重力 kN 30=P ，螺旋桨的牵引力 kN 4=F 。飞机的尺寸： m 2.0=a ， m 1.0=b ， 
m 05.0=c ， m 5=l 。求阻力 xF ，机翼升力 1yF 和尾部的升力 2yF 。 

解 选择坐标系如图。 
   0=∑ xF ， 0=− FFx ， kN 4== FFx  

   0=∑ AM ， 0)()(2 =+−−+ cbFPalaFy  

             kN 27.1)(
2 =

+
++

=
la

cbFPaFy  

   0=∑ yF ， 021 =−+ PFF yy  

             kN 7.2821 =−= yy FPF                         图 3-3 

    3-4 在图 3-4a 所示刚架中， kN/m  3=q ， kN 26=F ， mkN 01 ⋅=M ，不计刚架

的自重。求固定端 A 的约束力。 

     

FM
B °45

m3

q A
AM

AxF

 
                     (a)                                (b) 

图 3-4 
解  受力如图 3-4b 所示 

       kN 6 45sin ,0 =°==∑ F  FF Ayy     

       045cosm4
2
1,0 =°−×+=∑ FqFF Axx ， 0=AxF  

0m445cosm345sinm
3
4m4

2
1,0 =×°+×°−−××−=∑ FFMqMM AA  

mkN 12 ⋅=AM （逆） 
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AF

3-5 如图 3-5a 所示，飞机机翼上安装 1 台发动机，作用在机翼 OA 上的气动力按梯形分

布： kN/m 40 ,kN/m 60 21 == qq ，机翼重为 kN 451 =P ，发动机重为 kN 202 =P ，发

动机螺旋桨的作用力偶矩 mkN 18 ⋅=M 。求机翼处于平衡状态时，机翼根部固定端 O 的

受力。 

2F
1F

1q
2q

2P1P
m6.3
m2.4

m9

x
A

y

O

M

OM

OF

 
                   (a)            (b) 

图 3-5 
解  研究对象：机翼（含螺旋桨），受力如图 3-5b 所示。梯形分布载荷看作三角形分布

载荷( 21 qq − )和均布载荷 2q 两部分合成。三角形分布载荷 21 qq − 的合力 

             N  00009m9)(
2
1

211 =×−= qqF  

均布载荷 q2的合力 
             000360m922 =×= qF  N 

2F 位于离 O m .54 处。 
       0,0 2121 =−−++=∑ PPFFFF Oy  

                 2121 FFPPFO −++= N 000385−= kN 385−=  

0=∑ OM ， 0m2.4m6.3m54m3 2121 =−×−×−⋅×+×+ MPPFFM O  

                  =OM mkN 6621 ⋅  (逆) 
3-6 无重水平梁的支承和载荷如图 3-6a、图 3-6b 所示。已知力 F，力偶矩为 M 的力偶

和强度为 q 的均匀载荷。求支座 A 和 B 处的约束力。 

      

F

B
aa2

A

M

BF
 

                (a)       (a1) 

      aa2a

D
A B

Fq

BFAF

M

 
                       (b)       (b1) 

图 3-6 
解  (1) 梁 AB，坐标及受力如图 3-6a1 所示 

032,0 =×−−×=∑ aFMaFM BA ， )3(
2
1

a
MFFB +=  

0,0 =−+=∑ FFFF BAy ， )(
2
1

a
MFFFF BA +−=−=  

    (2) 梁 AB，坐标及受力如图 3-6b1 所示 

0=∑ AM ， 032
2
1 2 =−×−×+ MaFaFqa B  
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   )
2
13(

2
1 qa

a
MFFB −+=  

0  ,0 =−−+=∑ qaFFFF BAy  

   )
2
5(

2
1 qa

a
MFFA −+−=  

3-7 如图 3-7a 所示，液压式汽车起重机全部固定部分（包括汽车自重）总重为

kN 601 =P ，旋转部分总重为 kN 202 =P ， m 4.1=a ， m 4.0=b ， m 85.11 =l ，

m 4.12 =l 。求：（1）当 m 3=l ，起吊重为 kN 50=P 时，支撑腿 A，B 所受地面的约束

力；（2）当 m 5=l 时，为了保证起重机不致翻倒，问最大起重为多大？ 

     

a b

P
2P

1P
A B

l
1l 2l

AF
BF

 
      (a)                 (b) 

图 3-7 
解  整体，坐标及受力如图 3-7b 所示。 

 (1) 求当 m 3=l ， kN 50=P 时的 AF ， BF  
0)()()()(  ,0 2111211 =+−+−+−−−=∑ llFllPblPalPM BA  

kN 8.96)]()()([1
11211

21

=++++−
+

= llPblPalP
ll

FB  

0,0 21 =−−−+=∑ PPPFFF BAy  

  kN 2.3321 =−++= BA FPPPF    
 （2）求当 m 5=l 时，保证起重机不翻倒的 P。 
起重机不翻倒的临界状态时， 0=AF 。 
    0=∑ BM ， 0)()()( 22221 =−−−++ llPblPlaP  

           kN 2.52)]()([1
2221

2

=−++
−

= blPlaP
ll

P  

即               kN 2.52max =P  
3-8  如图 3-8a 所示，行动式起重机不计平衡锤的重为 kN 500=P ，其重心在离右轨

1.5 m 处。起重机的起重力为 kN 2501 =P ，突臂伸出离右轨 10 m。跑车本身重力略去不计，

欲使跑车满载时起重机均不致翻倒，求平衡锤的最小重力 2P 以及平衡锤到左轨的最大距离

x。 

   

m3AF BF

P 1P

m10
m5.1x2P

 
     (a)                (b) 
                                           图 3-8 

解  起重机，受力如图 3-8b 所示。 
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  (1)  起重机满载时不向右倾倒临界状态下， 0=AF 。 
     0m10m5.1)m3(,0 12 =×−×−+=∑ PPxPM B          （1） 
  (2)  起重机空载时向左不倾斜临界状态下， 0=BF  
     0)m5.1m3(,0 2 =+−=∑ PxPM A         （2） 
式（1）、（2）联立，解得 

kN 333min22 == PP  

                m  75.65.4
2

max ===
P
Pxx  

3-9 飞机起落架，尺寸如图 3-9a 所示，A，B，C 均为铰链，杆 OA 垂直于 AB 连线。当

飞机等速直线滑行时，地面作用于轮上的铅直正压力 kN 30N =F ，水平摩擦力和各杆自重

都比较小，可略去不计。求 A、B 两处的约束力。 

             

C

 
    （a）                       (b) 

图 3-9 
解  如图 3-9b，杆 BC 为二力杆， BF 沿 BC。 

 0=∑ AM ， 0m5.0
6.04.0

6.0m2.115sin
22N =×

+
×+×°− BFF  

                kN 4.22=BF （拉） 

     0=∑ xF ， 0
6.04.0

6.015sin
22N =

+
×+°− BAx FFF  

                kN 67.4−=AxF  

     0=∑ yF ， 0
6.04.0

6.015cos
22N =

+
×+°+ BAy FFF  

                kN 7.47−=AyF  

3-10  水平梁 AB 由铰链 A 和 BC 所支持，如图 3-10a 所示。在梁上 D 处用销子安装半

径为 m 1.0=r 的滑轮。有 1 跨过滑轮的绳子，其 1 端水平系于墙上，另 1 端悬挂有重为

N 8001=P 的重物。如 m 2.0=AD ， m 4.0=BD ， °= 45ϕ ，且不计梁、杆、滑轮和

绳的重力。求铰链 A 和杆 BC 对梁的约束力。 
解  整体，坐标及受力如图 3-10b 所示： 

                           N 8001T == PF  
0)(sin)(,0 T =+⋅++−=∑ DBADFrADPrFM BCA ϕ  

N 5.848N2600
sin)(

==
+
⋅

=
ϕBDAD

ADPFBC （拉） 
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   P

BA r
D

BCFTF

AyF

AxF ϕ

 
      (a)       (b) 

图 3-10 
     0cos,0 T =−−=∑ ϕBCAxx FFFF  

              N 4002cosT =+= ϕBCAx FFF  

     0sin,0 =−+=∑ PFFF BCAyy α  

              N 2001sin =−= ϕBCAy FPF  

3-11  如图 3-11a 所示，组合梁由 AC 和 CD 两段铰接构成，起重机放在梁上。已知起

重机重为 kN 501 =P ，重心在铅直线 EC 上，起重载荷为 kN 102 =P 。如不计梁重，求支

座 A、B、D 三处的约束力。 

         

F G
2P

1P
GFFF

m4

m1 m1

E

 
                 (a)              (b)  

DF

m4

2P
1P

C
BA

AF BF

m3 m3 m6

D

E

F G

m1 m1

   m6

GF ′

DFCF G
C D

m1

 
                            (c)                            (d) 

图 3-11 
解 （1）起重机，受力如图 3-11b 所示 

 0m5m1m2,0 21 =×−×−×=∑ PPFM GF    

                 kN 502/)5( 21 =+= PPFG  
（2）梁 CD，受力如图 3-11d 所示 

     0m6m1,0 ' =×+×−=∑ DGC FFM  

                 kN 33.86/' == GD FF  
（3）整体，受力如图 3-11c 所示 

    0m10m6m12m3,0 21 =×−×−×+×=∑ PPFFM DBA  
              kN 1003/)12106( 21 =−+= DB FPPF  
    0,0 12 =−−−+=∑ PPFFFF DBAy  

              kN 3.4812 −=−−+= DBA FFPPF    
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3-12  在图 3-12a，图 3-12b 各连续梁中，已知 q，M，a 及θ ，不计梁的自重，求各连

续梁在 A，B，C 三处的约束力。 

  

B

BF′
θ

a

AM

AxF

AyF

BF

CF

C
B

a θ

M

 
               (a)       (a1)     (a2) 

 
a

BAAM

AxF
ByF′

BxF′

AyF

q

a

CB
θ

CF
BxF

ByF  
              (b)       (b1)      (b2) 

图 3-12 
解 （a）（1）梁 BC，受力如图 3-12a2 所示。该力系为一力偶系，则： CB FF =  

    0=∑M ， MaFC =θcos ， =CF
θcosa

MFB =  

 （2）梁 AB，受力如图 3-12a1 所示 

    0=∑ xF ， θθ tansin'

a
MFF BAx ==  

    0=∑ yF ，
a
MFF BAy

−
=−= θcos'  

    0=∑ BM ， 0=− aFM AyA ， )(顺MM A −=  

解 （b）（1）梁 BC，受力如图 3-12b2 所示 

    0=∑ BM ， 0cos2/2 =⋅+− aFqa C θ ， 
θcos2

qaFC =  

    0=∑ xF ， θθ tan
2

sin qaFF CBx ==  

0=∑ yF ， 2/qaFBy =  

 （2）梁 AB，受力如图 3-12b1 所示 

    0=∑ xF ， θtan
2

' qaFF BxAx ==  

    0=∑ yF ， 2/' qaFF ByAy ==  

    0=∑ AM ， 2/2qaM A =  
3-13  由 AC 和 CD 构成的组合梁通过铰链 C 连接。它的支承和受力如图 3-13a 所示。

已知 kN/m 10=q ， mkN 40 ⋅=M ，不计梁的自重。求支座 A，B，D 的约束力和铰链 C
受力。 

q

m2 m2

A CB

AF BF CF ′
DFCF

C D

q

m2 m2

M

 
               (a)       (b)      (c) 

图 3-13 
解 （1） 梁 CD，受力如图 3-13c 所示 

     0=∑ CM ， 0m4m)2(
2
1 2 =×+−×− DFMq  

                kN 154/)2( =+= qMFD  
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两边对时间 t 求导，消去 1ωϕ =& ，得 

     )(    
)29()(

6
1

21
211 同向与ωωα

mmrR
M

++
== &  

13-14 如图 13-14a、13-14b 所示 2 种支持情况的均质正方形板，边长均为 a，质量均为

m，初始时均处于静止状态。受某干扰后均沿顺时针方向倒下，不计摩擦，求当 OA 边处于

水平位置时，2 方板的角速度。 

   

A

A′

C

°45
O         O

A

A′
°45

C
C′

Cv
P

Ov ′ O′  
                         (a1)                           (b1) 

图 13-14 
解 （1）定轴转动倒下，如图 13-14a1 所示，重力做功 

         ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= aamgW

2
1

2
2 )12(

2
1

−= mga  

动能                 2
a02

1 ωJT = 2
a

22
a

2

2

32
2

6
1

2
1 ωω amamma =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+=  

动能定理                           T = W 

 mgaam
2

12
3

2
a

2 −
=ω  

  rad/s  468.2
a a
=ω  （a 以 m 计） 

    （2）板作平面运动，因水平方向合外力为 0，且初始静止，故水平质心守恒，如图 13-14b1
所示，OA 至水平位置时，瞬心在点 P 

mgaW )12(
2
1

−=  

 b2
ωavC =  

2
b

222
b

2
2
b 4

1
6
1

2
1

22
1

2
1 ωωω ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+== mamaamJJT CP  

T=W 

mgama
2

12
24
5 2

b
2 −

=ω  
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D 

    rad/s121.3
b a
=ω  

13-15  水平均质细杆质量为m ，长为 l ，C 为杆的质心。杆 A 处为光滑铰支座，B 端

为 1 挂钩，如图 13-15a 所示。如 B 端突然脱落，杆转到铅垂位置时。问b 值多大能使杆有

最大角速度？ 

        

B
A C

C′

b

gm

 
(a) (b) 

图 13-15 
解  由图 13-15b 可得 

2

2
1 ωAJmgb =  

222 )
12
1(

2
1 ωmbmlmgb +=          （1） 

22
2

)
12

(2 ωblgb +=  

上式两边对 b 求导，得              bg 222 ω=  

b
g

=2ω  

代入式（1），得           
b
gmbmlmgb )

12
1(

2
1 22 +=  

12

2
2 lb =  

lb
6
3

=  

13-16  均质细杆长 l，质量为 m1，上端 B 靠在光滑的墙上，下端 A 以铰链与均质圆柱

的中心相连。圆柱质量为 m2，半径为 R，放在粗糙的地面上，自图 13-16a 所示位置由静止

开始滚动而不滑动，初始杆与水平线的交角 °= 45θ 。求点 A 在初瞬时的加速度。 

      

O
2
l B

NF

2NF

A
θ

ABω
Bv

g1m

g2m

Av
R

0ω 2
l

sF

 
(a) (b) 

图 13-16 
解  系统由静止开始运动至图 13-16b 所示位置时，杆 AB 的速度瞬心为点 O，其角速度

ABω 顺时针转向。圆柱的速度瞬心为点 D，其角速度 Dω 逆时针转向。 

DABA Rlv ωθω == sin  
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图 13-17 

根据动能定理得 

     22
01 2

1
2
1)sin45(sin

2 DDAB JJlgm ωωθ +=−°  

即     22
2

2
2

1
2

11 ))(
2
3(

2
1

sin
)

2
(

12
1

2
1)sin45(sin

2 R
vRm

l
vlmlmlgm AA +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=−°

θ
θ  

整理得 

     
θ

θθ
2

21

2
12

sin92
sin)sin45(sin 6

mm
glmvA +

−°
=  

两边对时间 t 求导，注意到 
 )sin/( θωθ lvAAB −=−=&  

得 

[{
] }

{
[ ]})sin45(sin2)sin345sin2(

sin9)sin345sin2(2
)sin92(

cossin6

cossin18sin)sin45(sincossin3

45sincossin2)sin92(
)sin92(

62

2
2122

21

1

2
22

2
2122

21

1

θθ

θθ
θ
θθθ

θθθθθθθθ

θθθθ
θ

−°−−°⋅

+−°
+

=

⋅−°−−

°⋅+
+

=

gmgm
mm

lm

gm

gmgm
mm

lmav AA

&

&&

&

 

{ }

{ }θθ
θ

θ

θθ
θ

θ
θθ

3
2122

21

1

3
2122

21

1

sin9)sin345sin2(2
)sin92(

cos3

sin9)sin345sin2(2
)sin92(

)
sin

(cossin6
2

mm
mm
gma

gmgm
mm

l
vlm

av

A

A

AA

−−°⋅⋅
+

−=

−−°⋅⋅
+

−
=

 

以 °= 45θ 代入，解得 

 
21

1

94
3

mm
gmaA +

=  （←） 

13-17  在图 13-17 所示车床上车削直径 D = 48 mm 的工件，主切削力 F = 7.84 kN。若

主轴转速 n = 240 r/min，电动机转速为 1 420 r/min。主传动系统的总效率 75.0=η ，求机床

主轴、电动机主轴分别受的力矩和电动机的功率。 
解  依题意机床主轴所受力矩 

mN  188

mN  
2
10481084.7

2

3
3

⋅=

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ×
××=⋅=

−DFM主  

机床切削功率 

     

kW  725.4

  W7254  W
60

π2240188

=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×

×=⋅= ω主切 MP
 

电动机功率 

kW  30.6==
η
切

电

P
P  

电动机主轴所受力矩 

mN  4.42mN  
π24201

60103.6 3 ⋅=⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

××==
电

电

电 ω
P

M  
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13-18 如图 13-18a 所示，测量机器功率的动力计，由胶带 ACDB 和杠杆 BF 组成。胶带

具有铅直的两段 AC 和 BD，并套住机器的滑轮 E 的下半部，杠杆支点为 O。借升高或降低

支点 O，可以变更胶带的张力，同时变更轮与胶带间的摩擦力。杠杆上挂 1 质量为 3 kg 的

重锤，使杠杆 BF 处于水平的平衡位置。如力臂 l = 500 mm，发动机转数 n = 240 r/min，求

发动机的功率。 

1TF
2TF

M

n

E CDExF

EyF
    

OyF

OxFO

AB F

gm
1TF ′ 2TF ′

 
                   (a)                            (b)                   (c) 

图 13-18 
解  设发动机的角速度为ω，则 

rad/s  π8rad/s  
60

240π2
60
π2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×

==
nω  

常数=ω  
发动机作等速转动，故滑轮 E 的角加速度 

α = 0 
滑轮 E 受力分析如图 13-18b 所示，由  

0=∑ EM  
得 

 M -（ T2T1 FF − ）R = 0 
                         M =（ T2T1 FF − ）R                        （1） 
取杠杆为研究对象，受力如图 13-18c 所示，由 

0=∑ OM  
得 

 0)( '
T2

'
T1 =−− RFFmgl  

RFFmgl )( '
T2

'
T1 −=                        （2） 

由式（1）、式（2）得 
M = mgl 

发动机的功率 
  W369rad/s8m50.0m/s8.9kg3 2 =×××=== πωω mglMP  
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第 14 章 达朗贝尔原理（动静法） 

 
14-1  如图 14-1a 所示由相互铰接的水平臂连成的传送带，将圆柱形零件从 1 高度传送

到另 1 个高度。设零件与臂之间的摩擦因数 fs = 0.2。求：（1）降落加速度 a 为多大时，零

件不致在水平臂上滑动；（2）比值 h / d 等于多少时，零件在滑动之前先倾倒。 

       

IF

NF gm
SF

a

     

IF

NF gm

a

A SF

 
                (a)                      (b)                       (c) 

图 14-1 
解  取圆柱形零件为研究对象，作受力分析，并虚加上零件的惯性力 FI。 

    （1）零件不滑动时，受力如图 14-1b 所示，它满足以下条件： 
摩擦定律 
                            Ns FfF s≤                                （1） 
达朗贝尔原理 

                     0=∑ xF ， 030sinIs =°− FF                    （2） 

                     0=∑ yF ， 030cosIN =−°+ mgFF                  （3） 

                 FI = ma                                （4） 
式（1）、（2）、（3）、（4）联立，解得 

                          2m/s  92.2≤a                             （5） 
（2）零件不滑动而倾倒时，约束力 FN已集中到左侧点 A ，如图 14-1c 所示，零件在

惯性力作用下将向左倾倒。倾倒条件是 

          0≥∑ AM ， 0
2

30sin)30cos(
2 II ≥°+°+−

hFFmgd
           （6） 

式（4）、(6)联立，解得            
a

ag
d
h 32 −
≥  

此时式（1）、（2）、（3）仍满足，将式（5）代入上式得 

5≥
d
h

 

14-2  如图 14-2b 所示汽车总质量为 m，以加速度 a 作水平直线运动。汽车质心 G 离地

面的高度为 h，汽车的前后轴到通过质心垂线的距离分别等于 c 和 b。求其前后轮的正压力，

又，汽车应如何行驶方能使前后轮的压力相等。 

  ANF
BNF

IF G

B

b c

AsF BsF

gm

 
                          (a)                                       (b) 

图 14-2 
解  取汽车为研究对象，受力（含虚加惯性力）如图 14-2b 所示。其中惯性力 

FI = ma 
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由动静法： 
               0=∑ AM ， 0)( IN =+−+ hFmgbcbF B              （1） 

               0=∑ BM ， 0)( IN =+++− hFmgccbF A          （2） 
解得 

)(N bc
habgmF A +

−
= ，

)(N cb
hacgmF B +

+
=  

欲使 FNA = FNB，则汽车的加速度可由 

)()( cb
hacgm

bc
habgm

+
+

=
+
−

 

解得 

h
gcba

2
)( −

=  

14-3  如图 14-3a 所示矩形块质量 m1 = 100 kg，置于平台车上。车质量为 m2 = 50 kg，
此车沿光滑的水平面运动。车和矩形块在一起由质量为 m3 的物体牵引，使之作加速运动。

设物块与车之间的摩擦力足够阻止相互滑动，求能够使车加速运动而 m1 块不倒的质量为 m3

的最大值，以及此时车的加速度大小。 

   

TF
m5.0

IF

g1m

a

1NF 2NF
g2m

 
                              (a)                                   (b) 

    

a

TF
m5.0

g1m

ANF

A
sF

1IF

               

TF

3IF

3m

g3m

a

 
(c) (d) 

图 14-3 
解  取车与矩形块为研究对象如图 14-3b 所示。惯性力为 

FI = (m1 + m2 ) a = 150 a 
由动静法 

aFFFFx 150    ,    0,0 TIT ==−=∑  
取矩形块为研究对象，欲求使车与矩形块一起加速运动而块 m1 不倒的 m3最大值，应考虑在
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此时矩形块受车的约束力 FN已集中到左侧点 A，如图 14-3c 所示，且矩形块惯性力为 
FI1 = m1a 

由动静法，不翻倒的条件为 

     0
2
1

2
5.01    ,0 11T =⋅−⋅−⋅=∑ amgmFM A  

将 
FT = 150 a 

代入上式，解得 

  2m/s  45.2
4
==

ga  

取物块为研究对象，惯性力（如图 14-3d 所示） 
FI3 = m3a 

由动静法  
 FT + m3a - m3g = 0 

  kg  50

4

4
150

T
3 =

−

⋅
=

−
= gg

g

ag
Fm  

14-4  调速器由两个质量为 m1 的均质圆盘所构成，圆盘偏心地铰接于距转动轴为 a 的

A、B 两点。调速器以等角速度ω绕铅直轴转动，圆盘中心到悬挂点的距离为 l，如图 14-4a
所示。调速器的外壳质量为 m2，并放在两个圆盘上。如不计摩擦，求角速度ω与圆盘离铅

垂线的偏角ϕ之间的关系。 

   

ϕ

A x

y

IF

yAF

xAF

2
2 gm

g1m
 

                          (a)                                 (b) 
图 14-4 

解  取调速器外壳为研究对象，由对称可知壳与圆盘接触处所受约束力为 
=NF m2 g/2 

取左圆盘为研究对象，受力如图 14-4b 所示，惯性力为 
  2

1I )sin( ωϕlamF +⋅=  
由动静法 

  0cossin)
2

(,0 I
2

1 =−+=∑ ϕϕ lFlgmgmM A  

将 FI值代入，得 

 ϕ
ϕ

ω tan
)sin(2

2

1

212 g
lam
mm

+
+

=  

14-5  曲柄滑道机械如图 14-5a 所示，已知圆轮半径为 r，对转轴的转动惯量为 J，轮上

作用 1 不变的力偶 M，ABD 滑槽的质量为 m，不计摩擦。求圆轮的转动微分方程。 
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 ANF BNF

CNF
C

EA B

gm IF

D

  

xOF ′

yOF ′

t
Ca

n
Ca

ra

IM

CNF ′C

α

M

 
                   (a)                         (b)                      (c) 

图 14-5 

解  取 C 为动点，动系固结于 ABD 滑槽，点 C 的绝对加速度分解为
t
aa ，

n
aa ，滑槽的

加速度为 ae，则 
         ϕϕ cossin n

a
t
ae aaa += ϕϕϕϕ cossin 2&&& rr +=  

其中ϕ为任意角。 
取 ABD 滑槽为研究对象，受力分析如图 14-5b 所示。图中惯性力为 

     ϕϕϕϕ cossin 2
I &&& mrmrF +=  

由动静法： 
0    ,0 NI =−=∑ Cx FFF  

解得 
)cossin( 2

N ϕϕϕϕ &&& rrmF C +=  
取圆轮为研究对象，受力分析如图 c，惯性力偶矩 

ϕ&&JM =I  
由动静法： 

MmrmrJ

rFM MM CO

=++

=′−−=∑

ϕϕϕϕϕ

ϕ

sincos)sin(

0sin    ,0
2222

NI

&&&
 

14-6  如图 14-6a 所示，长方形匀质平板，质量为 27 kg，由两个销 A 和 B 悬挂。如果

突然撤去销 B，求在撤去销 B 的瞬时平板的角加速度和销 A 的约束力。 

       

BAAxF θ

C CM I

gmCa

IF

 
(a) (b) 

图 14-6 
解  取平板为研究对象，突然撤去销 B 的瞬时平板的角速度 0=ω ，角加速度 0≠α 。 

平板长 a = 0.2 m，平板宽 b = 0.15 m。平板对质心 C 的转动惯量为 

)(
12

22 bamJC +=  

平板对 A 的转动惯量为 

)(
3

222 bamACmJJ CA +=⋅+=  

把惯性力系向销 A 简化（见图 14-6b）得 

  mabamaF C 2

22
t

I
+

==  

        αα )(
3

22
I bamJM A +==  
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由动静法： 

                               0
2

,0 I =⋅−=∑
amgMM A                    （1） 

                        0
25
15,0 I =⋅+=∑ FFF Axx                    （2） 

                     0
25
20,0 I =−⋅+=∑ mgFFF Ayy                  （3） 

把有关量代入上述方程组，由式（1）得    α  = 47 rad/s2 （顺） 
由式（2）得                   FAx = -95 N （与原设反向） 
由式（3）得                         FAy = 138 N 
    讨论：如把惯性力系向质心 C 简化，则平板的惯性力  

    mabamaF C 2

22
t

I
+

==  

平板对其质心的惯性力偶矩为 

αα )(
12

22
IC bamJM C +==  

由动静法       0
22

,0
22

II =⋅−
+

⋅+=∑
amgbaFMM CA  

将有关各量代入，得                α = 47 rad/s2 
可见这 2 种方法均可使用。 

14-7 图 14-7a 所示为均质细杆弯成的圆环，半径为 r，转轴 O 通过圆心垂直于环面，A
端自由，AD 段为微小缺口，设圆环以匀角速度ω绕轴 O 转动，环的线密度为 ρ ，不计重

力，求任意截面 B 处对 AB 段的约束力。 

   

ω
O

θ

A

B

ϕ

ϕd

y

x2
π θ−

   

O

θ

A

IF

2
π θ−

SF

BM
BNF

 
(a)                        (b)                   (c) 

图 14-7 
解 （1）取图 14-7b 所示坐标，分布惯性力向外，由对称性，其合力在轴 y 上投影为 0，

即                            0I =yF  

2
cos2

2
πsin2dcos

2
π
2

π
22222

I
θωρθωρϕϕρω

θ

θ

rrrrF x =
−

⋅=⋅
−

−

−

= ∫  

    （2）见图 14-7c 
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)cos1(
2

cos   ,  0

sin
2

sin)
2

πcos(     ,  0

)cos1(
2

cos2)
2

πsin(    ,  0

22
INn

22
IITt

32223
I

θρωθ

θωρθθ

θρωθωρθ

+===∑

==
−

==∑

+==
−

⋅==∑

rFFF

rFFFF

rrrFMM

xB

xxB

xBB

 

14-8  如图 14-8a 所示均质曲杆 ABCD 刚性地连接于铅直转轴上，已知 CO = OB = b，
转轴以匀角速度ω转动。欲使 AB 及 CD 段截面只受沿杆的轴向力，求 AB，CD 段的曲线方

程。 

    

C

D A

b

x

y

ω
ϕ

gmd

Id F

B
O x

 
(a) (b) 

图 14-8 
解  在曲杆 AB 段上任取 1 微单元为研究对象，设质量为 dm，其上有惯性力， 

2
R dd ωxmF ⋅= ，重力 dmg，如图 b。 

设重力与切线之夹角为ϕ，按题意 dFI与 dmg 的合力沿该切线方向，故应有 

g
x

mg
xm

mg
F 22

I

d
d

d
dtan ωωϕ =

⋅
==  

g
xx

y
x 2

dy
d      ,

d
dtan ωϕ ==  

积分                        
x
x

b
xgy

y dd
0 2 ∫∫ =

ω
 

g
y

b
x

b
xgy

2

e,n12

ω

ω
== 或  

AB 或 CD 段之曲线方程为 

g
y

bx
2

e
ω

=  
14-9  转速表的简化模型如图 14-9 所示。杆 CD 的两端各有质量为 m 的球 C 和球 D，

杆 CD 与转轴 AB 铰接，质量不计。当转轴 AB 转动时，杆 CD 的转角ϕ就发生变化。设 0=ω
时， 0ϕϕ = ，且弹簧中无力。弹簧产生的力矩 M 与转角ϕ的关系为 )( 0ϕϕ −= kM ，k 为

弹簧刚度。求角速度ω与角ϕ之间的关系。 
解  取 2 球及杆 CD 为研究对象如图 14-9b 所示，由动静法 

0cos2,0 I =⋅−=∑ ϕlFMM x  

其中                         2
I sin ωϕ ⋅⋅= lmF  

代入前式得 
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0cossin2)( 2
0 =⋅⋅⋅⋅−− ϕωϕϕϕ llmk  

ϕ
ϕϕω
2sin

)(
2

0

ml
k −

=  

  

D

C

y

x

z

ω

M

IF ′

IF

ϕ

 
(a) (b) 

图 14-9 
14-10 轮轴质心位于 O 处，对轴 O 的转动惯量为 JO。在轮轴上系有两个物体，质量各

为 m1 和 m2。若此轮轴依顺时针转向转动，求轮轴的角加速度α和轴承 O 的动约束力。 

    

A B

g1m g2m

OyF

OxF

gm

R

α

OM I

AIF

BIF

Aa Ba

r

O

 
                              (a)                            (b) 

图 14-10 
解  整个系统为研究对象。设 m 为轮轴质量，图 14-10b 中 OxF ， OyF 只表示 O 处动约

束力。 
FIA = m1aA = m1Rα  
FIB = m2aB =m2rα  

MIO = Jα  
由动静法： 

0=∑ OM  

02III1 =−⋅++⋅+ grmrFMRFgRm BOA  

即                 02
2

2
2

11 =−+++ grmrmJgRmgRm ααα  

gRmrmrmRmJ )()( 12
2

2
2

1 −=++ α  

g
rmRmJ

Rmrm
)(

)(
2

2
2

1

12

++
−

=α  

轴O动约束力与惯性力相平衡： 
0=∑ xF ， 0=OxF  
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0=∑ yF ， 0II =−+ ABOy FFF  

g
rmRmJ

RmrmrmRmrmRmFOy 2
2

2
1

2
12

2121
)()(

++
−−

=−=−= ααα  

 14-11  如图 14-11a 所示，质量为 1m 的物体 A 下落时，带动质量为 2m 的均质圆盘 B 转

动，不计支架和绳子的重量及轴上的摩擦， aBC = ，盘 B 的半径为 R。求固定端 C 的约束

力。 

    

α

BαBJ

ByF

BxF
g2m a1m

g1m

a

    
ByF ′

CxF

CyF
CM

C B

 
(a)                              (b)                           (c) 

图 14-11 
解 （1）见图 14-11b 

0=∑ BM ， 011 =−⋅+ gRmRamJ Bα ， 0
2
1

11
2

2 =−+⋅ RgmRam
R
aRm  

g
mm

ma
12

1

2
2
+

=  

0=∑ xF ， 0=BxF  

0=∑ yF ， 0112 =−+− gmamgmFBy ， g
mm
mmmFBy
21

2
221

2
3

+
+

=  

（2）见图 14-11c 
0=∑ xF ， 0=CxF  

0=∑ yF ， g
mm
mmmFCy
21

2
221

2
3

+
+

=  

0=∑ CM ， ag
mm

mmmM C
21

221

2
)3(

+
+

=  

14-12  如图 14-12a 所示，电动绞车提升 1 质量为m 的物体，在主动轴上作用有 1 矩为

M 的主动力偶。已知主动轴和从动轴连同安装在这两轴上的齿轮以及其他附属零件的转动

惯量分别为 1J 和 2J ；传动比 izz =12 : ；吊缠绕在鼓轮上，此轮半径为 R。设轴承的摩擦

和吊索的质量均略去不计，求重物的加速度。 

     

1α
R
iaJ1

1O
M

tF
1R

   

2α

gm

a

2O
2R

R

am−

R
aJ 2

tF ′

 
(a)                        (b)                       (c) 

图 14-12 
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解  (1) 如图 14-12b 所示（ 1O 处受力未标注，因计算中用不到，下同） 

0
1
=∑ OM ， 011t =−+ M

R
iaJRF             （1） 

(2) 如图 14-12c 所示 

0
2
=∑ OM ， 0)(22t =+−− gam

R
aJRF               （2） 

12 iRR =                                   （3） 

式（1）、（2）、（3）联立，解得      
21

22

)(
JJimR
RmgRiMa

++
−

= （↑） 

14-13  如图 14-13a 所示，为升降重物用的叉车，B 为可动圆滚（滚动支座），叉头 DBC
用铰链 C 与铅直导杆连接。由于液压机构的作用，可使导杆在铅直方向上升或下降，因而

可升降重物。已知叉车连同铅直导杆的质量为 1500 kg，质心在 1G ；叉头与重物的共同质量

为 800 kg，质心在 2G 。如果叉头向上加速度使得后轮 A 的约束力等于零，求这时滚轮 B 的

约束力。 

   

a

g2m

maF =I

1G

EF g1m
m2.1 m2.1

2G

      

a

g2m

CxF

CxF
am2

BF

m6.0

C

B

 
                   (a)                        (b)                       (c) 

图 14-13 
解 （1）整体平衡，受力如图 14-13b 所示 

0=∑ EM ， gmgam 12 )( =+ ， gga 5001)(800 =+ ， ga
8
7

=  

（2）受力如图 14-13c 所示，平衡 
0=∑ CM ， 6.0)(9.0 2 ×+= gamFB  

)(
3
2

2 gamFB += 8.9)1
8
7(800

3
2

×+××= kN 9.8N 108.9 3 =×=  

14-14 当发射卫星实现星箭分离时，打开卫星整流罩的 1 种方案如图 14-14a 所示。先

由释放机构将整流罩缓慢送到图示位置，然后令火箭加速，加速度为 a，从而使整流罩向外

转。当其质心 C 转到位置C′的时候，O 处铰链自动脱开，使整流罩离开火箭。设整流罩质

量为 m，对轴 O 的回转半径为 ρ ，质心到轴 O 的距离 OC = r。问整流罩脱落时，角速度为

多大？ 
解  忽略重力影响，惯性力 FIC作功 

marrFW C == I  

动能                     222
02 2

1
2
1 ωρω mJT == ， T1 = 0 

动能定理  

 T2 = W， marm =22

2
1 ωρ  
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ar21
ρ

ω =  

          

C ′

C
°90 °90

C

C ′O O

a
2
gm

 
(a)      (b) 

图 14-14 
14-15  如图 14-15a 所示，曲柄 OA 质量为 m1，长为 r，以等角速度ω绕水平的 O 轴反

时针方向转动。曲柄 OA 推动质量为 m2 的滑杆 BC，使其沿铅垂方向运动。忽略摩擦，求当

曲柄与水平方向夹角 °30 时的力偶矩 M 及轴承 O 的约束力。 

        

1IF

NF

1NF

2NF

gm2

A
C

B

 
                           (a)                              (b) 

图 14-15 
解  取曲柄 OA 上点 A 为动点，动系固结于滑杆 BC，则 

2
ae 2

130sin ωraa =°=  

    （1）取滑杆 BC 为研究对象，受力如图 14-15b 所示，由动静法 
0,0 21IN =−+=∑ gmFFFy  

式中                      2/2
2e21I ωrmamF ==  

解得                        22
2N 2

ωrmgmF −=  

（2）取曲柄 OA 为研究对象，由动静法 

 0=∑ OM ， 0
2
3

22
3

1N =⋅−⋅−
rgmrFM  

                 [ ]22
221 )2(

4
3 ωrmgmgmrM −+=  

      0=∑ xF ， 0
2
3

I =+− FFOx ，
2

2

1I
ωrmF ⋅=  
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                2
14

3 ωrmFOx =  

      0=∑ yF ， 0
2
1

1IN =−⋅+− gmFFFOy  

                221
21 4

2 ωrmmgmgmFOy
+

−+=  

14-16  曲柄摇杆机构的曲柄 OA 长为 r，质量 m，在力偶 M（随时间而变化）驱动下以

匀角速度 0ω 转动，并通过滑块 A 带动摇杆 BD 运动。OB 铅垂，BD 可视为质量为 8m 的均

质等直杆，长为 3r。不计滑块 A 的质量和各处摩擦；如图 14-16a 所示瞬时，OA 水平、 °= 30θ 。

求此时驱动力偶矩 M 和 O 处约束力。 

 

O

B

θ
α
eω

M
r

gm

t
ea

aa

C
n
ea

A

gm8

Ca

0ω ev
av

rv D

xOF

yOF

gmM

AC IF

NF
θO

gm8

A
C

D

BM I

yBF

B

InF

xBF

ItF

α
eω

NF ′

t
Ca

n
Ca

 
(a)                 (b)                     (c)                        (d) 

图 14-16 
解 （1）如图 14-16b 所示，OA 上 A 为动点，动系固结于 BD。 

0a ωrv =  

0ae 2
1

2
1 ωrvv ==  

0ar 2
3

2
3 ωrvv ==  

42
0e

e
ω

ω ==
r

v
 

2
00

0
reC 4

3
2
3

4
22 ωω
ω

ω rrva =⋅⋅==  

2
0a ωra =  

    Cr
t
e

n
ea aaaaa +++=  

C
t
ea cos aaa +=θ  

2
0

2
0

2
0

t
e 4

3
4
3

2
3 ωωω rrra =−=  

2
0

t
e

8
3

2
ωα ==

a
 

    （2）如图 14-16d 所示，杆 BD  

     0=∑ BM ， 02
2
1

2
38 NI =⋅′+⋅⋅−− rFrmgM B  
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2
0N

2
0

22
0

2
IB

3
2
33

33
8
3)3(8

3
1

ω

ωωα

mrmgF

mrrmJM B

+=′

=⋅⋅==
 

    （3）如图 14-16c 所示 

     0sin
2

    ,0 N =⋅−⋅−=∑ rFrmgMM O θ  

                2
0

22
0 4

332)3
2
33(sin

2
1 ωωθ mrmgrmrmgrmgrM +=+⋅+=  

0cos      ,0 NI =++−=∑ θFFFF Oxx ， 

2
0

2
0

2
0IN 4

11
2

33
22

3)
2

333(cos ωωωθ mrmgrmmrmgFFFOx +=++=+=  

0sin      ,0 N =−−=∑ θFmgFF Oyy  

             2
0

2
0N 4

33
2
5

2
1)

2
333(sin ωωθ mrmgmrmgmgFmgFOy +=⋅++=+=  

14-17  如图 14-17a 所示，均质板质量为 m，放在 2 个均质圆柱滚子上，滚子质量皆为

2
m

，其半径均为 r。如在板上作用 1 水平力 F，并设滚子无滑动，求板的加速度。 

  

AFI

AFN′
AFs′

1sF

1NF
AM I

AaA

gm
2
1

Aα

 
                               (a)                               (b) 

     

Ba

2sF

2NF

BFI

BFs′
BFN′

BM I

B

gm
2
1

Bα

           ANF BNF
BsFAsF

gm

aIF FC

 
(b) (d) 

图 14-17 

解  设板的加速度为 a，则滚子中心的加速度为
2
a
。 

    （1）取圆柱 A 为研究对象，见图 14-17b，其惯性力和惯性力矩为 

           amamF A 422I =⋅= ， ram
r

armM A 8
)

2
()

2
(

2
1 2

I =⋅=              （1） 

由动静法 
                  02        ,0 II =⋅′−+⋅=∑ rFMrFM AAAD                   （2） 
式（1）代入式（2），解得 

         amFA 16
3

=′                               （3） 

（2）取圆柱 B 为研究对象，见图 14-17c，同理可得 
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         amFB 16
3

=′                               （4） 

(3) 取板为研究对象，见图 14-17d，惯性力为 
                            FI = ma                                 （5） 

由动静法 
F – FI – FA – FB = 0 

式（3）、（4）、（5）代入上式，得 

m
Fa

11
8

=  

14-18 铅垂面内曲柄连杆滑块机构中，均质直杆 OA = r、AB = 2r，质量分别为 m 和 2m，

滑块质量为 m。曲柄 OA 匀速转动，角速度为 0ω 。在图 14-18a 所示瞬时，滑块运行阻力为

F。不计摩擦，求滑道对滑块的约束力及 OA 上的驱动力偶矩 M0。 

   

A

C
Aa

Aa

Aa

Ba

°30

°30

t
CAa

ABα

°30 B

t
BAa

 
                             (a)                               (b) 

B

C

A
AxF

AyF

xIF

yIF

BIF
°30

BNF

F

gm

gm2

CM I

0=ABω

         

A

1C
gm

AyF ′

AxF ′

OFI

xOF

yOF

OM

Oω

OAα

O

 
(c) (d) 

图 14-18 
解  研究对象：OA + AB +滑块 B 组成的系统。 

    （1）AB 加速度分析如图 14-18b 所示 
2
0ωraA = ， 0=ABω （瞬时平移） 

       aB   =    aA  + t
BAa   +   n

BAa  

    方向 →      ↓     AB⊥      BA 
大小   ？    2

0ωR       ？     0 

        
2
0

tt2
0

t

2
0

t
2
0

t

3
1

2
1,

3
1

2
1

32
,

3
2

30cos

ω==ω==

ω
==αω=

°
=

raaraa

r
a

r
a

a
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2

30cos),(    
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1 2
0t

2
0t

t

↓
ω

−=−°=→
ω

=⋅=

+=+

r
aaa

r
aa ACCyCCx
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CAAyx aaaa
 

    （2）AB 受力（含惯性力、惯性力矩）如图 14-18c 所示，图中 
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（3）杆 OA 受力如图 14-18d 所示，图中 
α OA = 0 

0      ,0 0 =−⋅′=∑ MrFM AxO ， rFmrM )
3

2( 2
00 += ω  

 14-19 如图 14-19a 所示，磨刀砂轮 I 质量 m1 = 1 kg，其偏心距 e1 = 0.5 mm，小砂轮Ⅱ

质量 m2 = 0.5 kg，偏心距 e2 = 1 mm。电动机转子Ⅲ质量 m3 = 8 kg，无偏心，带动砂轮旋转，

转速 n = 3 000 r/min。求转动时轴承 A、B 的附加动约束力。 

  

A

B

BNF

ANF

g1m

2IF

g2m10
5 5201IF

Π

g2m

ⅢI

 
(a) (b) 

图 14-19 
解  取整个系统为研究对象，受力如图 14-19b 所示。 
因为转速 n = 常量，所以角加速度α = 0，惯性力偶矩 MI = 0 

N  5N  )
30
0003(105.01 2232

111I ππω =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ××== −emF  

N  5N  )
30
0003(1015.0 2232

222I ππω =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ××== −emF  
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因 FI1 与 FI2大小相等、方向相反，故组成 1 力偶，FNA，FNB也必成 1 力偶，方向如图 14-19b
所示。 
由动静法 

0=∑M  
得 

N74π515
2.0
3.0 2

I1NN =×=== FFF BA  

14-20  3 圆盘 A\B 和 C 质量各为 12 kg，共同固结在轴 x 上，其位置如图 14-20a 所示。

若盘 A 质心 G 距轴 5 mm，而盘 B 和 C 的质心在轴上。今若将两个皆为 1 kg 的均衡质量分

别放在盘 B 和 C 上，问应如何放置可使物系达到动平衡？ 

 

x

y

z

80

120

120

80

IF
1IF

2IF

G

B

ϕ

1D

2Dθ

A

1e

2e

 
(a) (b) 

图 14-20 
解  取整个系统为研究对象，设 D1、D2 各为两平衡质量的质心，偏心距分别为 e1及 e2 

mm，偏心方向与 y 方向的夹角分别为θ 、ϕ，转轴角速度为ω，则惯性力大小分别为 

N  
100
6

1000
512

2
2

I
ωω =×=F  

N  
10001000

1
2

121
1I

ω
ω

eeF =⋅=  

N  
10001000

1
2

222
2I

ωω eeF =⋅=  

FI平行于 z 轴，FI1 与 y 轴夹角为θ ，FI2 与 y 轴夹角为ϕ。 
根据动静法，系统达到动平衡时，惯性力系应为平衡力系，于是有 
     0coscos      ,0 2I1I =+=∑ ϕθ FFFy                                   （1） 

     0sinsin      ,0 2I1II =++=∑ ϕθ FFFFz                                （2） 
        080sin200sin320     ,0 2I1II =⋅+⋅+=∑ ϕθ FFFM y                   （3） 

     080cos200cos      ,0 2I1I =⋅+⋅=∑ ϕθ FFM z                        （4） 
把 FI、FI1、FI2 代入上述式子，解得 

mm  60,mm  120,
2
π,

2
π

21 ===−= eeϕθ  

可见动平衡时，点 D1、D2 到轴的距离分别为 
e1 = 120 mm，e2 = 60 mm 

D1、D2 在 G 与轴构成的平面内，D1 与 G 在轴的相反两侧，D2 与 G 在轴的同侧。 
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第 15 章 虚位移原理 

 
15-1  如图 15-1a 所示曲柄式压缩机的销钉 B 上作用有水平力 F，此力位于平面 ABC

内。作用线平分 ABC∠ 。设 AB = BC， θ2=∠ABC ，各处摩擦及杆重不计，求对物体的

压缩力。 

           

θ

θ

B

°− 902θ

A

F

C

NF

Brδ

Crδ

P

 
                          (a)                                    (b) 

图 15-1 
解  令 B 有虚位移 ABB⊥rδ ，而 C 有铅直向上的虚位移 Crδ ，如图 15-1b 所示。将 Brδ

及 Crδ 向 BC 方向投影，为简单起见，以 Brδ 表示 Brδ 的绝对值 Brδ ，以 Crδ 表示 Crδ ，

则有                )902cos(δ)90cos(δ °−=−° θθ BC rr  

即                             
θcos2

1
δ

δ
=

C

B

r
r

                    （1） 

由虚位移原理得 
0δsinδ N =− CB rFrF θ  

                        
θsinδ

δ N

F
F

r
r

C

B =                        （2） 

式（1）代入（2），得 

θtan
2N
FF =  

15-2  在压缩机的手轮上作用 1 力偶，其力偶矩为 M。手轮轴的两端各有螺距同为 h、
但方向相反的螺纹。螺纹上各套有 1 个螺母 A 和 B，这两个螺母分别与长为 a 的杆相铰接，

四杆形成菱形框，如图 15-2a 所示。此菱形框的点 D 固定不动，而点 C 连接在压缩机的水

平压板上。求当菱形框的顶角等于 θ2 时，压缩机对被压物体的压力。 
解  （1） 令手轮沿力偶方向有虚角位移 ϕδ ，则螺母 A 有虚位移 Arδ ，C 点有虚位移

Crδ ，方向如图。由虚位移原理得 

0δδN =+− ϕMrF C  

即                               
Nδ

δ

F
MrC =

ϕ
                       （1） 

（2）求 Crδ 与 ϕδ 之关系：先找 Arδ 与 ϕδ 的关系，设 Axδ 为 Arδ 沿轴 AB 的分量，则 

ϕϕ δ
π2

δ,δ
π2

δ hx
h
x

A
A ==  
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                         ϕ
θθ
δ

cosπ2cos
δ

δ
hxx A

A ==                     （2） 

   

AB

D

C

NF

Brδ Arδ

Crδ

P

θ θ

ϕd
a a

aa

M
x

 
(a) (b) 

图 15-2 
    （3）再找 Crδ 与 Arδ 的关系，设点 O 为杆 AC 虚速度瞬心，则 

ϕ
θ

θθ

θθ

δ
cosπ2

sin2δsin2δ

sin2
1

sin2δ

δ

hrr

a
a

OC
OA

r
r

AC

C

A

⋅==

===
 

                     θ
ϕ

tan
πδ

δ hrC =                             （3） 

式（3）代入式（1）得 

θcotπ
N h

MF =  

15-3  挖土机挖掘部分示意如图 15-3a。支臂 DEF 不动，A、B、D、E、F 为铰链，液

压油缸 AD 伸缩时可通过连杆 AB 使挖斗 BFC 绕 F 转动，EA = FB = a。当 °== 3021 θθ 时，

杆 DFAE⊥ ，此时油缸推力为 F。不计构件重量，求此时挖斗可克服的最大阻力矩 M。 

              

B

F

1θ

2θ

A

M
C

F

Arδ

Brδ

ϕδ

E

D

 
                            (a)                                (b) 

图 15-3 
解  由虚位移原理： 
                    0δδcos 1 =−⋅ ϕθ MrF A                      （1） 

式中                           
a
rBδδ =ϕ                       （2） 

A、B 的虚位移向 AB 投影 ，得 

22 sinδcosδ θθ BA rr =  
                            2tanδδ θBA rr =                  （3） 
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式（2）、（3）代入式（1）得 

0δδtancos 21 =⋅−⋅⋅
a
rMrF B

Bθθ  

FaMFaM
2
1,sin,30 221 ==°== θθθ  

15-4  如图 15-4a 所示，远距离操纵用的夹钳为对称结构。当操纵杆 EF 向右移动时，

两块夹板就会合拢将物体夹住。已知操纵杆的拉力为 F，在图示位置两夹板正好相互平行，

求被夹物体所受的压力。 

   

F

A D
C

E

A′

NF

NF ′

b
c d

e

Arδ Brδ

Ar ′δ

BO

C ′
B′ D′

Erδ
Crδ

 
(a) (b) 

图 15-4 
解  令杆 CCE ′有水平向右虚位移 Erδ ，则点 A 有向下的虚位移 Arδ ，点 A′有向上的

虚位移 Ar ′δ ，因结构对称， AA rr ′=δδ ，点 O 为杆 BC 虚位移瞬心，如图 15-4b 所示。各虚

位移间有如下的关系： 

e
c

r
rrr

dc
b

r
r

C

B
EC

B

A ==
+

=
δ
δ   ,δδ   ,

δ
δ

 

故                      
C

B

B

A

E

A

r
r

r
r

r
r

δ

δ

δ

δ

δ

δ
⋅=

e
c

dc
b

⋅
+

=                 （1） 

由虚位移原理 
0δδδ NN =+′′−− EAA rFrFrF  

                              
N2δ

δ

F
F

r
r

E

A =                          （2） 

由式（1）、（2）得 

bc
dceFF )(

2N
+

=  

15-5  在图 15-5a 所示机构中，当曲柄 OC 绕轴 O 摆动时，滑块 A 沿曲柄滑动，从而带

动杆 AB 在铅直导槽 K 内移动。已知：OC = a，OK = l，在点 C 处垂直于曲柄作用 1 力 F1；

而在点 B 沿 BA 作用 1 力 F2。求机构平衡时 F2 与 F1 的关系。 

   

D

θ

M F

F ′ B

A

x

y

300 C  
                            (a)                               (b) 

图 15-5 

K
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解  用解析法解，选取ϕ为广义坐标，则滑块 A 的约束方程为 

               ϕtanlyA = ，   ϕϕδsecδ 2lyA =           （1） 
由虚位移原理  

                   0δδ)( 21 =+− AyFaF ϕ                     （2） 
式（1）代入式（2），得 

0δsecδ 2
21 =+− ϕϕϕ lFaF  

因 0δ ≠ϕ ，于是有 

0sec2
21 =+− ϕlFaF ，

ϕ2
2

1 cosa
lFF =  

15-6  在图 15-6a 所示机构中，曲柄 OA 上作用 1 力偶，其矩为 M，另在滑块 D 上作用

水平力 F。机构尺寸如图 15-6a 所示。求当机构平衡时，力 F 与力偶矩 M 的关系。 

   

F

P

B

C
θ

θ D

Mϕδ
Arδ

Drδ

O
a

l l

A

 
(a) (b) 

图 15-6 
解  令滑块 D 有虚位 Drδ ，则点 B 有虚位移 Brδ ，点 A 有虚位移 Arδ ，杆 OA 有虚位

移 ϕδ ，如图 15-6b 所示。由虚位移原理 
0δδ =+− DrFM ϕ  

即                               
F
MrD =

ϕδ

δ
                     （1） 

找各虚位移间关系：因点 E 为杆 BD 的虚速度瞬心，故 

  
l

l
EB
ED

r
r

B

D θsin2
δ

δ
== θsin2=  

将 Arδ 及 Brδ 沿 AB 方向投影得 
θθ 2cosδcosδ BA rr =  

即                              
θ
θ
2cos

cos
δ

δ
=

A

B

r
r

 

θ
θ
θθ

ϕ
2tan

2cos
cossin2

δ

δ

δ

δ

δ

δ

δ

δ
====

A

B

B

D

A

DD

r
r

r
r

r
r

a
r

 

得                             θ
ϕ

2tan
δ

δ arD =                     （2） 

由式（1）、（2）得 

θ2cot
a
MF =  

15-7  如图 15-7a 所示滑套 D 套在光滑直杆 AB 上，并带动杆 CD 在铅直滑道上滑动，

已知 °= 0θ 时弹簧为原长，弹簧刚度系数为 5 kN/m。求在任意位置平衡时，应加多大的力

偶矩 M？ 
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D

θ

M F

F ′ B

A

x

y

300 C
 

                        (a)                                (b) 
图 15-7 

解  解除弹簧约束，代之以弹性力 F 及F ′。已知 0=θ 时，弹簧原长为 0.3 m，在任意

角θ 时，弹簧 

)
cos

3.06.0(
θ

−=−= ADABDB  

此时弹簧的缩短量为 

=δ )3.0
cos

3.0(3.0 −=−
θ

DB  

弹性力                        FF ′= )3.0
cos

3.0( −=
θ

k  

取 x 轴沿杆 AB，设点 D 沿杆的坐标为 xD，选取θ 为广义坐标，则滑块 D 的约束方程为 

θcos
3.0

=Dx ， θ
θ
θ
δ

cos
sin3.0

δ 2=Dx  

另外有 
xB = 常量， 0δ =Bx  

由虚位移原理 
0δδ)( =+− θMxF D  

把 F 及 Dxδ 的表达式代入上式得 

0δδ
cos

sin3.0)3.0
cos

3.0( 2 =+⋅−− θθ
θ
θ

θ
Mk  

θ
θ

θ 2cos
sin3.0)1

cos
1(3.0 ⋅−⋅= kM  

把 k = 5 000 N/m 代入求得 

mN  
cos

)cos1(sin450 3 ⋅
−

=
θ

θθM  

15-8  如图 15-8a 所示，两等长杆 AB 与 BC 在点 B 用铰链连接，又在杆的 D、E 两点

连 1 弹簧。弹簧的刚性系数为 k，当距离 AC 等于 a 时，弹簧内拉力为零。如在点 C 作用 1
水平力 F，杆系处于平衡，求距离 AC 之值。 

        

Fθ

x

xA

B

C

y

l
kF kF ′

D E

b

 
                             (a)                                (b) 

图 15-8 
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解  解除弹簧约束，计算弹性力，设弹簧原长为 L0。当 AC = a 时， 

a
l
bL

l
b

a
l

== 0
0     ,  

同理可得变形后的弹簧长度为 

x
l
bl =  

弹簧变形量为 

)( ax
l
b

−  

则弹性力 

                 )(11 ax
l
bkFF −=′=                     （1） 

作坐标系 Axy，设 θ=∠BAC ，取θ 为广义坐标如图 15-8b 所示，则 
θθθ cos)(,cos)(,cos2 blxblxlx EDC +=−==  

求坐标的变分： 
     θθθθθθ δsin)(δ,δsin)(δ,δsin2δ blxblxlx EDC +−=−−=−=  

由虚位移原理  
0δδ)(δ 11 =+′−+ CED xFxFxF  

故有  
[ ] 0δsin)2)()( 11 =−+′+−− θθFlblFblF  

因                          0δ,0sin ≠≠ θθ  
故                  02)()( 11 =−+′+−− FlblFblF                  （2） 
由式（1）、（2）得 

2)(
b
l

k
Fax +=  

15-9  在图 15-9a 所示机构中，曲柄 AB 和连杆 BC 为均质杆，具有相同的长度和重量

W1。滑块 C 的重量为 W2，可沿倾角为θ 的导轨 AD 滑动。设约束都是理想的，求系统在铅

垂面内的平衡位置。 

   

A

B C
D

θ
ϕ

x

y

1y
2y 3y

1P

2P1P
 

                            (a)                                (b) 
图 15-9 

   解  取ϕ为广义坐标，另作坐标系 Axy，设 AB = BC = l，因 

     )sin(
21 ϕθ +=
ly  

θϕθ

θϕθϕθϕθ

sincos2sin

)(
2

sincos2)sin(
2

sin2

lACy

lllACy

C ==

−+=−+=
 

对坐标的变分： 
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ϕθϕ

ϕθϕθϕ

ϕϕθ

δsinsin2δ

δ)cos(
2

sinsin2δ

δ)cos(
2

δ

2

1

l-y

lly

ly

C =

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−=

+=

 

由虚位移原理  
022111 =δ+δ+δ CyPyPyP  

即     0sinsin2)cos(
2

sinsin2)cos(
2 21 =δϕ

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

θϕ−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ θ−ϕ+θϕ−ϕ+θ lPlllP  

因 0δ ≠ϕ ，故有 

0sinsin2)cos(
2

sinsin2)cos(
2 21 =θϕ−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ θ−ϕ+θϕ−ϕ+θ lPlllP  

即     1cotcot
2
1

sinsin2
sinsin2coscos

1

2 −ϕθ=
ϕθ

ϕθ−ϕθ
=

P
P

 

故     θ
+

=ϕ cot
)(2

tan
21

1

PP
P

 

    15-10  如图 15-10a 所示机构，在力 F1 与 F2 作用下在图示位置平衡，不计各构件自重

与各处摩擦， 21 , lADlBDOD === 。求 F1/F2的值。 

         

θθx
2F

B

D

A

1F

y

O
 

(a)     (b) 
图 15-10 

解  如图 15-10b 所示 
        δθθδθ ⋅−== sin2,cos2 11 lxlx BB  
        ( ) ( ) δθθδθ ⋅−−=−= sin,cos 2121 llxllx AA  
        ( ) ( ) δθθδθ ⋅+=+= cos,sin 2121 llylly AA  
代入虚功方程，得 
        ( ) ( ) ( ) 0cossin 112 =−+−+− AAA yFxFxF δθδθδ  

即      ( ) ( ) 0cossinsin2 2
211

2
21121 =⋅+−⋅−+⋅ δθθδθθδθθ llFllFFl  

        
θ

θ
2cos

sin2

21

1

2

1

ll
l

F
F

+
=  

15-11  如图 15-11a 所示均质杆 AB 长为 2l，1 端靠在光滑的铅直墙壁上，另 1 端放在固

定光滑曲面 DE 上。欲使细杆能静止在铅直平面的任意位置，问曲面的曲线 DE 的形式应是

怎样的？ 
解  作坐标系 Dxy，由于杆 AB 只受主动力 P 作用，根据虚位移原理 

 0=δ CyP ， 0≠P ， 0δ =Cy  
故   yC = 常量 
杆在铅直位置时 

yC0 = l ， yC = l 
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y

x

ϕ

B

C

AP

D

E

 
(a)    (b) 

图 15-11 
杆在任意位置时 

yC = yA + lcosϕ， 
即     ϕcoslyl A +=  

     
ϕ

ϕ
sin2

)cos1(
lx

ly

A

A

=
−=

 

消去ϕ得 DE 曲线方程 

1)(
4 2

2

2

2

=
−

+
l
yl

l
x AA  

由方程知 ，DE 曲线为中心在（0，l）长短半轴分别为 2l 和 l 的椭圆的 1 部分。如坐标系 Dxy
向上平移 l 距离，则 DE 曲线方程与教材答案一致。 

15-12  跨度为 l 的折迭桥由液压油缸 AB 控制铺设，如图 15-12a 所示。在铰链 C 处有

1 内部机构，保证两段桥身与铅垂线的夹角均为θ 。如果两段相同的桥身重量都是 P，质心

G 位于其中点，求平衡时液压油缸中的力 F 和角θ 之间的关系。 

  

θ θ

C

A

B
G

P PGrδ
ϕa O

G

  

θ θ

C

B
F
δθ

O

G
PGrδ

Brδ

 
                        (a)                       (b)                   (c) 

图 15-12 
解  如图 15-12b 所示 

24
π θϕ −=  

由虚功原理，得           0sinsin2 =ϕδ−θδ⋅ BG rFrP  

式中                            GB r
l
ar δ=δ
4/

 

从而 有                0)
24

sin(4sin2 =
θ

−
π

δ⋅−θδ GG r
l
aFrP  

θ
θθ

θπ
θ

cos2
sin1sin2

)
24

sin(2

sin
a

lP

a

lPF +
=

−
=  

θθ sin1tan
2
2

+=
a
lPF  

15-13  半径为 R 的滚子放在粗糙水平面上，连杆 AB 的两端分别与轮缘上的点 A 和滑

块 B 处铰接。现在滚子上施加矩为 M 的力偶，在滑块上施加力 F，使系统处于图 15-13a 所
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示位置处平衡。设力 F 为已知，滚子有足够大的重力 P，忽略滚动摩阻，不计滑块和各铰链

处的摩擦，不计杆 AB 与滑块的重力。求力偶矩 M 以及滚子与地面间的摩擦力 Fs。 

      

B
C

D
AM

OR ϕδ

sF
NF

ϕ
ϕ

Brδ
F

BFN

Arδ

 
                    (a)                                      (b) 

图 15-13 
解  由已知可知，滚子只滚不滑，给滚子虚位移δϕ（如图 15-13b），则 
    ϕδϕδ cos2RrA =                                                （1） 

由虚位移（虚速度）投影，得 
        ϕδδ cosBA rr =                                                   （2） 
由式（1）、（2）得 
        ϕδ cos2RrB =                                                   （3） 
做功力为 M、F，虚功方程为 
  0=− BrFM δδϕ                                                   (4) 
式（3）代入式（4），得 

M = 2RF 
再由平衡： 

0=∑ xF ， Fs = F 
15-14 杆系在铅垂面内平衡，AB = BC = l，CD = DE，且 AB、CE 为水平，CB 为铅垂。

均质杆 CE 和刚度为 k1 的拉压弹簧相连，重力为 P 的均质杆 AB 左端有 1 刚度为 k2 的螺线弹

簧。在杆 BC 上作用有水平的线性分布载荷，其最大载荷集度为 q。不计杆 BC 的重力，求

平衡时水平弹簧的变形量Δ和螺线弹簧的扭转角ϕ。 

  

C D

G

B

F

P
δϕ

A 2k

1k
E

C D

G

B

F

P

A 2k

1k

ErδkF
θδ

E

 
(a)                          (b)                          (c) 

图 15-14 
解  此为 2 自由度系统： 
（1）杆 AB 转 ϕδ ，杆 BC 不转（ 0δ =θ ），见图 15-14b，则做功力只有 k2弹簧力和 P。

由虚功方程，得 

0
22 =⋅+− δϕϕδϕ lPk  

所以弹簧的转角 

22k
Pl

=ϕ  

（2）杆 AB 不转（ 0δ =ϕ ），杆 BC 转 θδ ，见图 15-14c，则 
δθδ lrE =  

代入虚功方程，得 
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0
32

0
0

)
32

(

0d)(
0

1
32

1
32

1

=⋅−−

=⋅−−

=⋅−−∫

Δ

Δ

δθΔδθ

lkl
l

qlq

lk
l

x
l

qxq

lkxxx
l
qq

l

 

所以 水平弹簧变形量 

16k
qlΔ =  

15-15  用虚位移原理求图 15-15a 所示桁架中杆 3 的内力。 

   
A B

C

P

D F
Dδr

F ′
m6 m6

2 4

Bδr

Cδr

5

P

31

 
(a) (b) 

图 15-15 
解 将杆 BD 解除代之以力 F 及F ′。 

令点 C 有虚位移 Crδ ，则点 B 必有虚位移 Brδ ，点 D 必有虚位移 Drδ ，如图 15-15b 所示。

由虚位移原理得 
090cos =δ−°δ′+δ DDB rPrFrF  

即                                 
P
F

r
r

B

D =
δ
δ

                            （1） 

由图 15-15b 知，三角形 ACD 的转轴在点 A，故杆 CB 的瞬心在点 E ，故 

AC
AD

r
r

C

D =
δ

δ
，

EB
EC

r
r

B

C =
δ

δ
 

所以  

             1
6

36
36

6
δ

δ

δ

δ

δ

δ 22

22
=

+
⋅

+
=⋅=

B

C

C

D

B

D

r
r

r
r

r
r

            （2） 

由式（1），（2）得              
PFF =′= （拉） 

15-16  组合梁由铰链 C 连接 AC 和 CE 而成，载荷分布如图 15-16a 所示。已知跨度 l = 
8 m，P= 4 900 N，均布力 q = 2 450 N/m，力偶矩 mN  900 4 ⋅=M 。求支座约束力。 

  

B

C DA E

M

P

Aδr
3rδ

1rδ 2rδ

1F 2F

ANF
ϕδ

8/l 4/l8/l 4/l 4/l
 

                        (a)                                       (b) 
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A B
C

D E

M

P

2rδ

ϕδ

1F 2FBNF

Brδ
3rδ

1rδ

8/l 4/l8/l 4/l 4/l        

A B
C

D E

M

P

2rδ

ϕδ

1F 2FBNF

Brδ
3rδ

1rδ

8/l 4/l8/l 4/l 4/l
 

                        (c)                                       (d) 
                                            图 15-16 

解 （1）把均布载荷化作集中力 

421
qlFF ==  

解除支座 A 的垂直方向约束，以力 FNA代之。令点 A 有向上的虚位移 Arδ ，则各力作用点处

有相应的虚位移如图 15-16b 所示。由几何关系 

  Arrr δ
2
1δδ 31 == ， Arr δ

4
3δ 2 = ， Arl δδ

2
=ϕ ， Ar

l
δ2δ =ϕ  

由虚位移原理： 
022113N =δϕ−δ+δ+δ−δ MrFrFrPrF AA  

即                   0)2
4
3

22
( 2

1
N =δ−++− AA r

l
MFFPF  

02
4
3

42
1

42N =−⋅+⋅+−
l
MqlqlPF A  

把数据代入，解得 
 FNA = --2 450 N （负号表示与原设反向） 

    （2）解除约束 B，代之以力 FNB，且虚位移如图 15-16c 所示。由几何关系 

  BBBB r
l

rrrrrr δ4δ      ,δ
2
1δ,δ

2
3δ      ,δ

2
3δ 321 ==== ϕ  

由虚位移原理： 
022113N =δϕ+δ−δ−δ−δ MrFrFrPrF BB  

把以上各式代入上式得     04
2
3

42
3

42N =+⋅−−−
l

MqlqlPF B  

解得  
FNB = 14 700 N 

（3）解除约束 E，代之以力 FNE，且虚位移如图 d。由虚位移原理： 
022N =δϕ−δ−δ MrFrF EE  

而                       EE r
l

rr δ
2

δ    ,δ
4
1

δ 2 == ϕ  

代入上式得 

02
4
1

4N =−⋅−
l
MqlF E  

解得 
FNE = 2 450 N 
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