
相空间及相空间中的运动 

为了理解 Lagrange 力学，我们发现引入一个描述体系位形的抽象空间是很有

帮助的，我们把它称为位形空间中，它是由广义坐标所确定的。由于在位形空间

体系的运动是完全自由的，你不再需要考虑任何的约束效应，因此所得到的动力

学方程——Lagrange 方程——就是 Newton 方程在位形空间中的投影，其中约束

力不再出现。但是，如果你在位形空间画出体系运动的轨迹，你并不能从中读出

体系在任意位置处的状态，当然你也就不会知道体系在下一个时刻状态将如何变

化。为了克服这一困难，我们在 Hamilton 力学中引入另一个抽象的空间，它以2s

个变量 1 1, , , , ,s sq q p p 作为坐标，通常被称为相空间。 

为简单起见，我们暂时假定 Hamilton 函数仅仅是 与iq ip 的函数，而不显含

时间 t 。 ( , )H q p 在 2s 维相空间中的每一点都有一个确定的值。这时候，

Hamilton 函数 const .H = 是正则变量必然满足的一个关系，而它就确定了2s

维相空间中的一个2 1s − 维的子空间，一个超曲面。因此，在相空间中，体系

就只能在这一超曲面上运动。 

现在，设 时力学体系的全部粒子的位置和动量作为初始条件（初始状

态，就相当于在相空间中选取某一点，即所谓相点），那么下一时刻体系将有什

么样的状态呢？根据正则方程，体系在下一时刻的状态由 

0t t=

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0

i i i i
i

i i i i
i

Hq t q t q t q t
p
Hp t p t p t p t
q

ε ε ε

ε ε ε

∂
+ = + = +

∂

∂
+ = + = −

∂

 (1) 

确定。其中第一个等号是运动学方程，它无非是讲体系的状态不同是因为它发生

了变化；第二个等号才是关于动力学的，它告诉我们状态之所以变化，是因为

Hamilton 函数具有非零的“斜率”。此二式表示代表体系状态的点在相空间内的

各个“方向”运动。再下一个时刻，也可类似的以 0t ε+ 时刻的位置和动量作为
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初条件得到，这样逐步做下去的话，就可以了解体系整体的运动，从而也就知道

了代表其状态的相点在相空间中描绘出得整个的 “曲线”（不妨将其称为体系在

相空间中的轨道）。当然，这个轨道必然是在由 const .H = 所确定的超曲面上

的。 

用例子来讨论最容易弄懂，所以我们来考虑一维谐振子（到二维以上，相空

间变到四维以上，连图都无法画出，难于处理）。考虑一维谐振子，相空间是以 x

和 xp 作为坐标的平面，而 

 
2 2 2

const .
2 2

xp m xH E
m

ω
= + = =  (2) 

所确定的超曲面就是一条曲线，而这也就

是谐振子在相空间中的轨道，不难看出它

是如图那样的椭圆。至于沿着那个椭圆运

动那是由 的数值或者说初始条件确定

的。 

E x  

xp2mE 22E mω

O

现在，我取 0 0( )x t x= ， 0( ) 0xp t = 。

在相空间中，相当于图那样从 x轴上P

点出发。设 ，则下一时刻的状态

由 

0 0x >

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0
0 0

0
2

0 0 0

2
0 0

x

x x

p t
x t x t

m
x

p t p t m x t

m x

ε ε

ε ω ε

ω ε

+ = +

=

+ = −

= − <

px

P x

 (3) 

确定，所以代表体系的用( , )xx p 表示的点从P移动到下方。 

再下一个时刻的状态为 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 2 2
0 0 0 0

2 2
0 0 0

2

2 2

x

x x

p t
x t x t x x

m
p t p t m x t m x0

ε
ε ε ε ω ε

ε ε ω ε ε ω ε

+
+ = + + = −

+ = + − + = −
 (4) 

表示在同样稍稍向下行进的同时，x减小了那么很小的一点点，前进路程弯向左

下方。这样顺序走下去，就能得到沿着图的椭圆顺时针方向绕 xx p− 空间旋转

的运动。 

再举一个例子。在重力场中竖直抛起又竖直落下的粒子，其在相空间中的轨

道是由 
2

2
xpE
m

= +mgx  (5) 

所确定抛物线。与谐振子完全类似的，你可以发现粒子在这条抛物线上是从上到

下运动的。 

在 ( , , )H q p t 显含时间

的情况，即使是相空间中的相

同点，

t

H 以及 ipH∂ ∂ 和

iH q∂ ∂ 也将因 而异，故即

使从同一点出发，也会因何时

出发的不同而使得路径不同，

但是上面的考虑方法是相同

的，只不过是要随着移向目的

地各个时刻的

t

ipH∂ ∂ 和

iH q∂ ∂ 来确定下一步前进

的道路。因此，若出发时刻与

出发点确定了的话，以后的运动就没有选择的余地而单值地确定。 

x

px

正如以后将会了解的那样，除去奇异点之外，在同一时刻通过相空间中一点

的两条以上运动路径是不存在的，好像位形空间中通过其中各点各种各样的运动

都是可能的，但是没有轨道交叉的情况。如果是一维谐振子，相空间是由无数充
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满着的同心椭圆（顺时针）构成的，它们互不相交。 

在这样的意义下，使用 Hamilton 函数和相空间来讨论，易于把握运动的性质，

这是与变量的数目由 1, , sq q 这 s个加倍到包含 1, , sp p ，但是方程变成了关

于时间的一阶微分方程这一点有关的。Newton 和 Lagrange 方程是用 的二阶导

数来表示的，所以在初始条件当中需要位置和速度这两个量。为此，如在抛物线

运动中，考虑从同一点抛掷物体的时候，由于给定出速度的方法不同而可能有五

花八门的运动，然而用相空间 Hamilton 方法，则仅由出发点的“位置”就完全

可以确定运动，由于初速度不同“位置”是不同的。这种优点在考察的统计力学

对象中得到了充分的发挥。 

iq

如果体系自由度非常多，直接求解将变的不再现实，而且，对于复杂体系（例

如气体），对体系中的每一个粒子确定其初始条件实际上都是不可能的。由于无

法把相空中的点与在给定时刻体系真实的状态联系起来，我们就必须寻找别的方

法来研究复杂体系的动力学，这个方法就是统计力学的方法。Hamilton 方法对于

复杂体系的统计研究是一个合适的工具。我将通过一个定理的证明对此作部分的

说明。 

对于大量粒子组成的体系，如气体，我们无法用相空间中的特定点来代表体

系。但是我们可以用大量点的集合填充相空间，每一个点代表体系的一个可能状

态。也就是说，我们想象大量数目的体系，每一个体系都包含相同数目的粒子并

满足相同的约束条件，因此任何一个这样的体系都可能是真实的体系。由于我们

无法讨论真实体系中粒子运动的细节，因此我们对等价体系的一个集合（所谓系

统）加以讨论。相空间中的每一个代表点对应于该系统中的一个单独体系，每一

个特定点的运动表示相应体系的独立运动。 

现 在 来 研 究 相 空 间 中 的 一 个 如

ABCD那样的面积元（暂时假设体系只

有一个自由度），在很短的时间ε 后，它移

动到 A B C D′ ′ ′
A B

D C

A′  B′  

D′  C′

A′′  B′′  
iq

ip

O

′。设 A点的“位置”为

( , )A Aq p ，AB dq= ，AD dp= ，经
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过时间ε 后 A移动到 A′，根据(1)有 

 A A
A

Hq q
p

ε′
⎛ ⎞∂

= + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 (6) 

以及 

 
2

B B A
B A A

H H Hq q q dq dq
p p q p

ε ε′

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + = + + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (7) 

这里我用到 、B Aq q d= + q ABp p= 。因此，在ε 时间之后底边的水平长度

变为 

 
2

1B A
A

Hq q d
q p

ε′ ′ q
⎡ ⎤⎛ ⎞∂

− = +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 (8) 

类似地你可以得到上下方向的长度变为 

 
2

1D A
A

Hp p
q p

ε′ ′ dp
⎡ ⎤⎛ ⎞∂

− = +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 (9) 

如果ε 极短（也就是说ε 取无穷小量）的话，可以认为 A B′ ′与 轴以及iq

A D′ ′与 ip 轴形成的角度都是很小的 (cos 1δ ≈ )，所以只保留的一阶小量的话 

 

2 2

1 1H HA B C D dq dp
q p q p

dqdp ABCD

ε ε
⎛ ⎞ ⎛∂ ∂′ ′ ′ ′ = + ⋅ −⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝

= =

的面积

的面积

⎞
⎟
⎠  (10) 

你可以把前面的讨论直接推广到有任意自由度 s的情形，这时面积变为了2s 为

相空间中的体积。在相空间内取有限的体积，其中的各点在有限的时间中进行的

运动也是将这样的微小部分的集合所进行的运动对时间积分而得到的，所以 

在所考虑的相空间有限区域内的各点按照正则方程

进行运动时，该区域的形状变化，但体积保持不变。 
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将其称为 Liouville 定理。通常我们把相空间中的体积记为 

 1 1s sdq dq dp dpΓ = ∫  (11) 

因此上面的定理就可以写为 ′Γ = Γ 。Liouville 定理是构成统计力学重要基础的

定理。 

举个例子。重力场中质量为 的粒子组成的体系。真实的运动沿着能量取常

数的曲线 

m

 
2

2
xpE m
m

= + gx

)

 (12) 

进行。轨道是抛物线 

(2xp m E mgx= −  (13) 

x

xp

1p2p

1p′  
2p′  

1E
2E  

这里能量作为一个参数。我们考虑时刻动

量 位 于 1 x 2p p≤ ≤ p

2

、 能 量 位 于

范围（水平条带）内的大

量粒子，它们在相空间中占据的面积为

。在某个时刻 占据的面积为

1E E E≤ ≤

Γ t ′Γ 。这时

动量为 

x xp p mg′ = − t

2

 (14) 

因此 是限制在′Γ 1 xp mgt p p mgt′− ≤ ≤ − 之间的抛物线的面积（仍然是水

平条带）。利用(11)有 

 
2 2xE p mx

mg
−

=  (15) 

容易计算面积 

 
( )( )

2
2

2 2

1 12
1

2

2 1 2 12 1

2

x

x

E p m
mg

p p

x xp p
E p m

mg

E E p pE Edp dx dp
mg mg

−

−

− −−
Γ = = =∫ ∫ ∫   (16) 

类似的 
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( )( )2 1 2 1E E p p

mg
′ ′− −

′Γ = = Γ  (17) 

这正是 Liouville 定理。 

前面我们看到，体系运动时代表体系状态的相点在相空间中划出了一条曲

线，当然，你可以想象体系从这里到那里是通过不同途径到达的。在位形空间中

我们知道体系真实的运动是沿着作用量取最小值的那条路线进行的，那么，在相

空间中，我们是否也有可能通过申明某个量取极值从而得到正确的运动呢？答案

是肯定的。由于想象路线可能是相空间中的任意一条曲线，因此不仅仅广义坐标

可以随意变化，而且广义动量iq ip 也可以随意变化。也就是说，它们都可以独

立的改变（虚的）。这跟位形空间中想象路线满足 ( )x d x dtδ δ= 是很不一样

的。当然，我们还要求在端点处 和iq ip 的变分都为零。那么，对于相空间中的

真实路线来说，究竟什么东西取最小值（确切地说变分等于零）呢？这个东西仍

然是作用量，只是我们应该将被积分的 Lagrange 函数 Legendre 变换将它表示为

正则变量及其微商的函数，这个原理就称为相空间中的 Hamilton 原理： 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

1

1 2 1 2

, , 0

0    and     0

t

i it

i i i i

S q p H q p t dt

q t q t p t p t

δ δ

δ δ δ δ

= − =⎡ ⎤⎣ ⎦

= = =

∫
=

 (18) 

利用已经熟悉的变分规则，我们得到 

 
2

1

t

i i i i i it
i i

H HS q p p q q p
q p

δ δ δ δ δ
⎛ ⎞∂ ∂

= + − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫ dt  (19) 

利用 i
dq
dt iqδ δ= 对第二项作分部积分 

 
2

1

0
t

i i i it
i i

H Hq p p q dt
p q

δ δ
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂

− − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ =  (20) 

这里我没有写出端点项
2

1

t
i i t

p qδ ，因为 ( ) ( )1 2 0i iq t q tδ δ= = ，它实际上是

等于零的。由于 1 1, , , , ,s sq q p pδ δ δ δ 是全部独立而取的任意微小变化，

所以为了使上式成立，每一个变分前的系数必须为零，因此，我们就得到了正则
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方程： 

 ( ),               1,2, ,i i
i i

H Hq p i
p q
∂ ∂

= = − =
∂ ∂

s   (21) 

因此我们看到，相空间中的 Hamilton 原理为我们提供了另一种对运动的理

解，一种整体的思想，这种理解与正则方程是等价的。 

我想就这个原理说明两点。首先，在这个变分原理当中，我们的想象路线是

任意的，也就是说， 和iq ip 都可以独立的改变，那么这里会不会出现问题呢？

譬如对于一维抛物体的例子 

 ( )
2

,
2

x
x

pH x p mgx
m

= +  (22) 

对于真实路线，其运动满足 ( ), xH x p E= ，我们不妨假设假想路线由 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
0 0

0

1
2

x x

x x t t x v t gt t

p p t m t m v gt t

ξ ξ

η η

= + = + − +

= + = − +⎡ ⎤⎣ ⎦

 (23) 

所确定。如果 x和 xp 都可以随意变化，也就是说，如果 ( )tξ 和 ( )tη 都可以是

任意函数的话（当然应该要求它们在端点处为零），那么你就可能提出如下疑问：

这样一来，在相空中想象路线从出发点到达目的地的时间就很可能会不同于真实

路线的，因为它们的平均速度 xp m和 xp m一般来说是不同的。这是一

个有趣的问题，不过对这个问题的回答是很简单的：对于真实路线来说，其运动

满足 Hamilton 方程，从而 xp mx= ；但

是对于想象路线来说， xp mx= 一般是

不成立的，因为 x 和 xp 并不满足 Hamilton

方程，而这不正是相空间中的 Hamilton 原

理所表达的含义吗？ 

q

p

1,A t

2,A t  

1 

2

3 

其次，你会发现，在前面我们的推导

过程当中事实上并没有用到“ pδ 在端点
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处等于零”这个条件，也就是说，真实路线（图中曲线 1）的作用量不仅仅对于

相空间中有相同端点的路线（如曲线 2）是取极值，而且与那些端点处 相同，

而广义动量 不同的路线（如曲线 3）相比较，作用量也是取极值的。但是，保

留“

q

p

pδ 在端点处等于零”这个条件是有好处的，这样一来，在被积项中我们就

可以附加某个正则变量以及时间函数的全微商项而不会影响整个的结论： 

 ( ) ( ), ,
, ,i i

dF q p t
q p H q p t

dt
− +  (24) 

因为积分之后，这个附加项仅仅是贡献一个常数（端点项）： 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2 1 1 1, , , , conF q t p t t F q t p t t− st.=  (25) 

而这是不会改变极值点的位置的。这一点对于我们后面讨论正则变换会带来很大

的方便。 
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