
Hamilton 方程 

力学定律的 Lagrange 形式假定系统的力学状态是由它的广义坐标和广义速

度确定的，数学上它表现为力学体系的“状态函数” ——Lagrange 量——是坐

标和速度的函数， ( , , )L L q q t= 。对力学体系的这种描述并非唯一的，我们完

全可以用别的变量来确定体系的力学状态，这一章介绍的 Hamilton 理论就是这

样一个例子，Hamilton 理论是用广义坐标和广义动量对体系进行描述的。这种方

法并不会为我们添加什么新的物理内容，而且就整体来说，这种方法对力学问题

的直接求解并不比 Lagrange 方法有什么优势，实际上，前者的过程一般来说反

而要繁琐很多。Hamilton 理论的独特之处在于，广义坐标（位置坐标）和广义动

量（动量坐标）具有同等的地位，它们满足的方程在形式上是对称的，这种对称

性正是它在物理学其它领域（例如量子力学和统计力学）得到广泛应用的理论基

础，换句话说，Hamilton 理论的重要性在于为我们提供一个框架，一个可以使我

们更好地理解和研究各种力学普遍问题的框架，也是一个在许多物理学领域做理

论推广的框架，这种框架对于理解从经典力学到量子力学的过渡是特别重要的。 

一般来说，描述体系的变量不同，体系的状态函数也会不一样。最典型的例

子是对热力学平衡态的描述，如果采用熵 和体积V 作为变量（所谓状态参量，

类似于 Lagrange 力学中的坐标和速度），那么状态函数是内能

S

( ),U S V ，我们

知道dU ；但是你完全可以用别的变量来描述这同一个体系，

例如温度T 和体积V ，这时候状态函数也相应地变为 Helmholtz 自由能

TdS PdV= −

( ),f T V U TS= −= ，它的全微分df SdT PdVf = − − 。因此，为了用

和

iq

ip 描述力学体系，我们首要的任务就是找出这个新的状态函数。 

 
( ) ( )
( ) (

    , ,             , ,

  , ,           , , )
q q t q p t

L q q t q p t

⇒

⇒

状态参量：

状态函数：
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我将用一个数学例子向你解释“同一个对象可以有不同的等价描述究竟是什

么意思？”以及“这些不同的描述在数学上有什么样的关系？” 

 

我们考察一个圆，几何上它是由平面上到原点的长度等于 1 的一系列点构成

的，但是我们也有别的办法得到这个圆，作为第一步，你可以用一个切正方形近

似它，当然这种近似是非常粗糙的，而切八边形则是一个更好的近似，我想你很

容易明白，当多边形的边数越来越大时，这种近似将越来越精确，实际上，当多

边形的边数趋于无穷大时的极限情况就是我们所要的圆。因此，我们看到，几何

上，你可以将圆看作是到固定点有相同长度的点构成的，也可以看作是一系列直

线（圆的切线）的包络线。究其原因在于，我们总可以用

与曲线相切于某点的一段直线段作为在这一点附近的那

一部分曲线的近似。如果我们作出曲线上相邻两点 A

A

BC  

和

处 点B 的切线，它们相交于譬如说C ，那么，当 A和B

距很近时，我们就可以用相 AC CB 两个直线段来

近似

和 这

A和 之B 间的那段曲线，这两个点靠的越近，这种近似也就越精确。所以，

对于任何一条曲线，其在所有点上的切线的包络线——对于圆来说，那就是那个

极限情况下的多边形——就是曲线本身。因此，我们就可以有两个等价的方法来

描述（或确定，或定义）曲线：要么告诉我构成它的一系列点( ,x )y ，要么告诉

我一系列的切线。 

现在我们来看一下代数上对于这两方法是如何描述的。对于第一种观点，我
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们通常是用函数 ( )y f x= 来确定曲线上的点( , )x y 的； 而对于第二种观点，

我们就需要用一些数来给出它的所有切线。一条直线可以用两个数来描述：斜率

和截距。为了能用一个（单值）函数——譬如说我们将截距看作是斜率的函数——

同时给出所有的切线，就要求两条切线不能有相同的斜率——一个斜率只能对应

唯一的截距，这相当于要求 ( )f x′′ 总是大于零（或者总是小于零）的，因为这

种情况下曲线切线的斜率就是单调增加（或减小）的。[实
际上，由于我考虑的是那些光滑的函数 ( )f x ，也就是说

( )f x′′ 是连续的，因此，它不可能从负值一下子跳到正

值，反之亦然。所以上面的条件可以简单地说成是要求 f

的 2 阶导数 ( )f x′′ 在任何一点 x处都不等于零，在这种

情形下， ( )f x′′ 要么总是大于零，要么总是小于零]。现

在我们就来看一下如何将截距表示为斜率的函数。假设

0x 是曲线上任意一点，曲线在 0x 点的切线方程就可以表

示为 y 这里我用 0u 表示切线的斜率，也就是曲线在 00 0u x g= − ， 是 x 点的斜

率 0( )f x ， 表 可′ 而 − 示切线的截距。 g 以由“该切线经过曲线上的点0g 0

u

v  

( )v g u=

y  

(0, )g−  0x

( )y f x=  

0( )y f x x g′= −

x

y

( )y f x=  
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0 0( , ( ))x f x ”得到： 。在我们的条件下，对于每一个0 0 0 0( )g x u f x= − 0x 就

对应一个斜率 ，进而又对应唯一一个截距 （应该说是截距的负值，这只是

一个习惯），也就是说，截距是斜率的一个函数。因此，我们将下标 去掉，这

个函数就可以写为 

0u 0g

0

 ( ) ( )g u xu f x= −  (1) 

知道了这个函数，也就知道了曲线的所有切线，从而也就知道曲线本身（包络线）。

你注意到 ( )g u 的表达式还有变量 x ，对此应该这样理解：你需要通过

u f= ∂ ∂x的反变换把 x用 表示出来，u ( )x x u= ，并把它代入上式，这样形

式上 也就只是 的函数了[条件g u ( ) 0f x′′ > 保证了反变换的存在]。换一个角

度，对上式做全微分，你就可以看到用这种方式构造的 确实不再把g x作为变量

了 

 
dfdg udx xdu df udx xdu dx xdu
dx

= + − = + − =  (2) 

这里 x dg du= ，它实际上就是u f x= ∂ ∂ 的反变换。 

因此，几何上，对于同一曲线 ( )f x ，我既可以用一系列的点( , )x y 来描述 

[其中 ( )y f x= ]，也可以等价地用另外一系列的点 ( , 来描述  [其中)u v

( )v g u= ]。代数上，我既可以用函数 ( )f x ，也可以用函数 ( )g u 来描述这同

一条曲线，数学上把类似从 ( )f x 到 ( )g u 的这种变换称为 Legendre 变换。上面

的例子中我们通过 Legendre 变换把函数 ( )f x 变为函数 ( )g u ：  

 ( ) ( )               dff x g u u
dx

⇒ 其中 =       (3) 

这里 ( )g u 是这样定义的 

 ( ) ( )g u xu f x= −  (4) 

顺便提一句， ( ) 0f x′′ > 必然导致 ( ) 0g u′′ > （想想为什么？），因此我们对

第 4 页，共 14 页

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



( )g u 也可以做 Legendre 变换，由于 x dg du= ，因此 ( )g u 的 Legendre 变换

为 ( )xu g u− ，它就是原来的函数 ( )f x 。 

举个例子。考虑函数
2( )f x x= ，它满足我们前面的条件 2 0f ′′ = > ，新

变量 ( ) 2u f x′= = x，其反变换为 2x u= ；Legendre 变换后新的函数为

2 2 2( ) ( ) 2 4 4g u xu f x u u u= − = − = 。而 2x g u u= ∂ ∂ = 正是

的反变换。如果你有兴趣，不妨以每一个u 作为斜率，相应的2u = x ( )g u− 作

为截距做出一系列的直线，你会发现这些直线的包络线正是曲线
2( )f x x= 。 

稍微推广一下，考虑这样一个具有两个自变量的函数 ( , )f x y ，现在假如我

只想把其中一个变量（譬如 ，假设y 2 2 0f y∂ ∂ > ）变为u f y= ∂ ∂ ，而另

一个变量保持不变 

 ( ) ( ),       ,          ff x y g x u u
y
∂

⇒ =
∂

其中  (5) 

这时候， ( , )g x u 就可由如下 Legendre 变换得到 

 ( ) ( ),g x u yu f x y,= −  (6) 

提醒你注意一下它的形式：第一项是需要变换的自变量 和将要变换成的自变量y

u f= ∂ ∂y的乘积，然后减去原来的函数。你需要通过u f y= ∂ ∂ 的反变换把

用y x 和 表示出来，u ( , )y y x u= [同样的，条件
2 2 0f y∂ ∂ > 保证了反变

换的存在]，并把它代入上式，这样形式上 就是g x和u 的函数了。对上式做全

微分，我们也可以看到用这种方式构造的 不再把 作为变量了 g y

 

f fdg ydu udy df ydu udy dx dy
x y

fydu dx
x

∂ ∂
= + − = + − −

∂ ∂
∂

= −
∂

 (7) 

值得注意的是，从这个全微分不难看出：做变换的自变量 y g u= ∂ ∂ （它实际
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上就是u f= ∂ ∂y的反变换），也就是说 

新的函数对新的自变量之偏导数等于旧的自变量 

而对于保持不变的自变量则有 g x f x∂ ∂ = −∂ ∂ ，也就是说 

新、旧函数对不做变化的自变量的偏导数相差一个负号。 

不难把 Legendre 变换推广到更一般的情形，我把它作为练习留给你。 

现在我们可以回答前面的问题了，也就是说，当描述力学体系状态的自变量

由 和 变为 和iq iq iq i ip L q= ∂ ∂ 时，新的状态函数具有什么样的形式？这时候

条件
2 2 0f y∂ ∂ > 变为了 

 

2 2
1 1 12

2 2
1

det 0
s

i j
s s

L q q L q q
L

q q
L q q L q q

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⎛ ⎞∂

= >⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ s

 (8) 

在势能不依赖于速度的情况下，由于动能的正定性这个条件是必然成立的。[实
际上，对于势能线性地依赖于速度的情形——譬如带电粒子在电磁场中的运动

——这一条件也是必然成立。] 
根据前面的讨论，新的状态函数应该等于：作变换的自变量 乘以变换后的

自变量

iq

i ip L q= ∂ ∂ ，对所有这样的项求和再减去原来的函数 ，它就是 L

 ( ), , i i
i

L
iH q p t q L q p L

q
∂

= − = −
∂

 (9) 

我们将这个函数称为 Hamilton 函数或者 Hamiltonian（Hamilton 量）。实际上这个

式子中间的那一项大家是熟悉的了，它就是我们以前定义的 Jacobi 积分。但是需

要强调的是，Jacobi 积分是 和 的函数；而 Hamilton 函数则是广义坐标 和iq iq iq

ip 的函数，也就是说，我们需要把上式右边的 通过iq i ip L q= ∂ ∂ 的反变换用

和iq ip 表示出来， 。尽管 Jacobi 积分和 Hamilton 函数在数值上

不会有任何差别，但是为了强调自变量（或函数行为）的不同，我们用了不同的

术语称呼它们。当谈到 Hamiltonian 时，它总是广义坐标和广义动量的函数（当

( , )i iq q q p=
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然，也可能显含时间）。 

根据前面的讨论，新的状态函数H 对新的自变量 ip 之偏导数等于旧的自变

量 ：  iq

 i
i

H q
p
∂

=
∂

 (10) 

而新、旧状态函数对不作变化的自变量 的偏导数相差一个符号（不难看出这

一点对 也是成立的），也就是说 

iq

t

 ,     
i i

H L H
q q t
∂ ∂ ∂

= − = −
∂ ∂ ∂

L
t

∂
∂

 (11) 

利用 Lagrange 方程以及 ip 的定义， i ip L q= ∂ ∂ ，上面的第一个式子可以写为 

 i
i i i

H L d L p
q q dt q
∂ ∂ ∂

= − = − = −
∂ ∂ ∂

 (12) 

方程 

 ( )         1,2, ,
i

i

i
i

Hq
p

i s
Hp
q

∂⎧ =⎪ ∂⎪ =⎨ ∂⎪ = −
⎪ ∂⎩

  (13) 

称为 Hamilton 方程，它们组成2s个未知函数 ( )iq t 和 ( )ip t 的2s个一阶微分

方程的方程组，其地位与 s个 Lagrange 二阶方程相当。由于 Hamilton 方程具有

简单而近乎对称的形式（实际上后面我们可以将它写成关于 和iq ip 完全对称的

形式），这些方程也称为正则方程。而 和iq ip 则称为正则变量。 

方程(11)中第一个等式告诉我们：如果 不出现在 Lagrange 函数中，那么它

也不会明显此出现在 Hamiltonian 中（我们把这样的坐标 称为循环坐标），因

此由正则方程知道与其共轭的广义动量守恒（必然如此，从 Lagrange 力学到

Hamilton 力学我们只是换了一组变量描述体系而已，它不会改变体系的力学规

律。如果说有什么不同的话，那就是利用 Hamilton 方法看出这一点来要稍微容

iq

iq
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易一点。） 

方程(11)中第二个等式的含义是：如果 不显含时间，那么L H 也不会显含时

间。而以前在守恒定理中我们已经知道，如果 不显含时间，那么 Jacobi 积分从

而 Hamilton 函数是运动常数。这一点也可从 Hamiltonian 对时间的全微商看出，

因为 

L

 i i
i i

dH H H Hq p
dt q p t

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

 (14) 

如果把 和iq ip 用正则方程(13)代入上式的话，前面两项相互抵消，因此 

 
dH H
dt t

∂
=

∂
 (15) 

即 Hamiltonian 对时间的全导数和偏导数是相等的。因此，如果 Hamiltonian 不明

显地依赖于时间，那么 0dH dt = ，也就是说 Hamiltonian 是守恒的，

const .H = 。在上一章讲到能量守恒定理时，我们看到，如果势能不依赖于速

度并且笛卡尔坐标与广义坐标之间的变换方程不显含时间的话，Hamiltonian 等

于体系的总能量，H E= 。因此，在这些条件下，并且如果H 不显含时间的

话（ 0H t∂ ∂ = ），那么 const .H E= = 。再次强调一下，Hamiltonian 是否

等于体系总能量与能量是否守恒这是两个完全不同的问题。比如这里，如果

0H t∂ ∂ ≠ ，那么它只说明 Hamiltonian 不守恒，而 是不一定等于E H 的；同

样的道理，H E= 并不意味着总能量是守恒的，因为 H t∂ ∂ 可能并不等于零。 

除了动力学的变量 、 或 、 外，Lagrange 函数和 Hamilton 函数还可

能包含各种参数，这些参数可能是描述体系本身的性质，也可能是作用在体系上

外场的特性（譬如

q q q p

U rα= 中的α ）。假定 λ 是这样一个参量，即

( , , , )L L q q t λ= ，由于我们对λ是不作变换的，因此类似于 和t必然有 iq

 
, , , ,p q t q q t

H L
λ λ

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (16) 
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这个式子把 Lagrange 函数和 Hamilton 函数对参数λ的导数联系了起来。导数下

标表示这些量在微分时是保持不变的（当然，偏导数本身就包含了这样的含义，

这里我把下标明显地写出来只不过是想强调一下它的含义而已）。 

举一个例子，考虑粒子在重力场中的运动，体系的 Lagrange 函数为 

 21
2

L T U mx mgx= − = −  (17) 

广义动量为 xp L x mx= ∂ ∂ = ，反变换为 xx p m= 。因此 Hamilton 函数为 

 
2 2 2

2 2
x x x

x
p p pH xp L mgx mgx
m m m

⎛ ⎞
= − = − − = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (18) 

写出正则方程 

 ,     x
x

x

pH Hx p
p m x
∂ ∂

= = = − = −
∂ ∂

mg  (19) 

第一个方程是我们已经得到过的广义动量定义式的反变换，第二个方程才是重要

的。利用第一个方程求出 xp mx= ，并代入第二个方程得到 

 mx mg= −  (20) 

显然这是正确的结果。从这个简单的例子我们可以看出用 Hamilton 方法求解

问题的一般过程：○1 写出 Lagrange 函数 ( ), ,L q q t ；○2 利用定义写出广义动

量 i ip L q= ∂ ∂ ，利用反变将 写成正则变量的函数iq ( ), ,i iq q q p t= ；○3 将

此式代入 ( ), ,i iq p L q q t− 得到体系的 Hamilton 函数 ( ), ,H H q p t= ；○4 写

出正则方程；○5 然后求解这2s一个阶微分方程。一般需要把它们变为 s个 2 阶

微分方程后再求解。而这 s个 2 阶微分方程本可以从○1 直接由 Lagrange 方程得

到。即便我们有可能把 Hamilton 方法的过程适当简化，但是比起 Lagrange 方法

来它还是过于繁琐了。Hamilton 方法的优势本不在求解具体力学问题上！ 

刚才我说到有可能对 Hamilton 方法的过程适当简化，比如上面的例子中，由

于这是粒子在稳定外场中的运动，因此，Hamilton 函数等于体系的总能量（变换

方程显然不显含时间，因为我采用的就是笛卡尔坐标），因此你可以不写出
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Hamilton 函数的定义式，而直接将 xx p m= 代入H T U= + 得到它。类似

的，对于中心势场中运动的粒子，它的 Hamilton 函数为 

 H T U= +  (21) 

在笛卡尔坐标系中 

 ( ),     2
i i

i i i i
p pH U x x p

m
= + = mx  (22) 

 [当你把这里的广义动量 ip 和 Hamilton 量H 用量子力学中的微分算符 

 ˆˆ ,     k
k

p i H i
x t
∂ ∂

= − =
∂ ∂

 (23) 

代替时，就得到了相应的 Schrödinger 方程 

 
2

2

2
i

t m
Uψ ψ

⎛ ⎞∂
= − ∇ +⎜∂ ⎝ ⎠

⎟  (24) 

这里ψ 就是我以前提到过的几率幅（量子力学中称其为波函数）。] 
在球坐标中 

 ( )2 2 2
2 2 2

1 1 1
2 sinrH p p p U
m r rθ ϕθ
⎛ ⎞= + + +⎜
⎝ ⎠

r⎟

2

 (25) 

其中 

 2 2,     ,     sinrp mr p mr p mrθ ϕθ ϕ= = = θ  (26) 

再举一个一维简谐振子的例子。Lagrange 函数为 

 21 1
2 2

L T U mx m xω= − = − 2 2  (27) 

广义动量 

           x
x

pLp mx x
x m
∂

= = ⇒ =
∂

 (28) 

由于 Hamilton 函数等于体系的总能量，因此 

 
2

2 21
2 2

xpH T U m x
m

ω= + = +  (29) 
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正则方程为 

 2,     x
x

x

pH Hx p
p m x

m xω∂ ∂
= = = − = −
∂ ∂

 (30) 

利用第一个方程求出 xp mx= ，并代入第二个方程得到 

 2 0x xω+ =  (31) 

最后看一个相互作用依赖于速度的例子。带电粒子在电磁场中的 Lagrange

函数为 

 ( ) (21 1
2 2 k k k kL mv q v A mx x q x Aφ φ= − − ⋅ = − − )  (32) 

广义动量为 

 i i
i

Lp mx
x iqA∂

= = +
∂

 (33) 

反变换 

 i
i

ip qAx
m
−

=  (34) 

Hamilton 函数 

 

( )

( )

2

2

2

2

i ii i i i
i i i i

i i

p qAp qA p qAH x p L p q qA
m m m

p qA
q

m

φ

φ

−− −
= − = − + −

−
= +

 (35) 

当把正则方程化为 2 阶微分方程的时候，你发现最后得到的就是我们所熟悉的

[记得电磁场与规范势之间有关系：(mr q E v B= + × ) B A= ∇× 以及

E A tφ= −∇ −∂ ∂ 。这个问题我留做思考题请你自己完成]。 

 如果你仔细看一下这个 Hamilton 函数的形式就会发现，第一项正是带电粒子

的动能，而第二项则只与标量势有关（当电磁场不随时间变化时，它就是 Coulomb

势能）。因为磁场是不做功的，所以这里的 Hamilton 量可以看作是带电粒子的总

能量，这里没有磁场什么事情。 

第 11 页，共 14 页

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



 [当你把这里的广义动量 ip （而不是通常动量 ）和 Hamilton 量imx H 用量

子力学中的微分算符(23)代替并把它作用于量子力学的波函数时，就得到了带电

粒子在电磁场中运动的 Schrödinger 方程。而如果考虑相对论效应，你做类似的

代替将得到量子力学 Klein-Gordon 方程。] 
最后我想就 Hamiltonian 的不确定性作一些说明。在 Lagrange 力学中，

Lagrange 函数精确到一个坐标和时间函数 ( , )f q t 的全导数df dt ，即 和L

L L df dt′ = + 描述的是同一个力学体系；由此我们得到，广义动量精确到对

广义坐标的偏导数，也就是说，由于 Lagrange 函数的不确定性，对于同一个广

义 坐 标 可 以 对 应 不 同 的 广 义 动 量 ， 这 里iq i ip L q= ∂ ∂ 和

i i i ip L q p f q′ ′= ∂ ∂ = + ∂ ∂ 。而这必然会导致 Hamiltonian 的不确定性，即

下面的两个 Hamiltonian 描述的是同一个体系： 

 
( )

i i

i i i i i
i

H q p L

f df fH q p L q p L q H
q dt

= −

⎛ ⎞
t

∂ ∂′ ′ ′= − = − + − = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 (36) 

换言之，Hamiltonian 函数可以附加任意一个坐标和时间函数 ( , )f q t 对时间的偏

导数 f t∂ ∂ 。 

在 Lagrange 力学中我们知道，广义坐标 的选择不受任何限制，能够完全确

定体系位置的任意

q

s个变量都可以选作广义坐标。Lagrange 方程的形式与这种选

择无关，在此意义上，可以讲对于从坐标 到任意其他独立变量

的变换，Lagrange 方程是不变的。新的坐标Q是q的函数，实际上

我们也可以假定它们明显地依赖于时间，即考虑下面形式的变换 

1 2, ,q q

1 2, ,Q Q

 ( ),i iQ Q q t=  (37) 

（有时将它称为点变换）。在这样的变换下，Lagrange 方程是不变的。 

在新的广义坐标下，广义动量由 
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 k k
i

i k i i

q qL L
kP p

Q q Q Q
∂ ∂∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂ ∂

 (38) 

来定义。而相应的 Hamilton 函数为 

 ( ) ( ), , , ,i iH Q P t Q P L Q Q t∗ = −  (39) 

一般来说，无论形式还是数值上它都不同于原来的 Hamilton 函数

（如果点变换不显含时间，那么二者数值上是相等的）。

这时 Hamilton 方程也由原来的 

( , , ) i iH q p t q p L= −

 ,     i i
i i

H Hq p
p q
∂ ∂

= = −
∂ ∂

 (40) 

变为了 

 ,     i i
i i

H HQ P
P Q

∗ ∗∂ ∂
= = −

∂ ∂
 (41) 

也就是说，在点变换下，Hamilton 方程（的形式）也是不变的（广义动量只是响

应坐标变换而已，它本身不能随便变换，否则我们将得不到正则方程）。 

附录：相对论情形下的 Hamilton 函数 

假设静止质量为 粒子在势场0m ( ),U r t 中运动，我们采用迪卡尔坐标描述

粒子的位置。上一章我们曾经凑出了相对论情形下粒子的 Lagrange 函数。由此

你不难通过 Legendre 变换得到其 Hamilton 函数。 

但是，这里我将换一个角度考察这个问题，也就是说，我将假设 Hamilton

函数数值上等于体系的总能量 

 ( )2 0
2 2

,     with  
1

mE mc U r t m
v c

= + =
−

 (A1) 

进而通过 Legendre 变换得到相对论情形下粒子的 Lagrange 函数。利用 

  (A2) 2 4 2 4 2 2
0m c m c p c= +

Hamilton 函数就可以写为 

 2 4 2 2
0H m c p c= + +U  (A3) 
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因此 

 
2

0
2 4 2 2 2 2
0

        
1

m vH c pv p
p m c p c v c

∂
= = =
∂ + −

⇒  (A4) 

Lagrange 函数为 

 

( )
2 2 2 2

2 40 0
0 2 22 2

2 2
0 0

2 2 2 2

2 2 2
0

, ,
11

1 1

1

m v m v cL r v t p v H m c U
v cv c

m v m c U
v c v c

m c v c U

= ⋅ − = − + −
−−

= − −
− −

= − − −

  (A5) 

顺便提一句，对于自由的粒子， 

 2 2 4 2
0

2H m c p c= +  (A6) 

如果你把其中的H 和 ip 用算符(23)代替，并将(A6)看作一个算子方程从而作用

在某个标量函数ϕ上，就得到 

  (A7) ( 2 2 2 2 2 2 4
0 0tc m c ϕ∇ − ∂ − =)

2 2∂

这就是相对论情形下粒子的量子方程，称为 Klein-Gordon 方程。在高级的课程中

它一般写为下面的形式 

  (A8) ( )2 0    with  tm ϕ− = ≡ ∇ −

那是由于采用了一种特殊的单位制，在其中 1c= = （称为自然单位）。 
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