
最小作用原理 

前面我们看到对于自由的粒子，如果它在 时刻位于某处，在 时刻位于另

一处，那么粒子实际走过的路线是

所有可以想象得到的路线当中使得

作用量最小的那条路线[图 1a]。不

过，若粒子受到某种限制以至于它

不能在空间中自由运动（比如限制

在某一个曲面上粒子的运动，这里

的讨论仅仅限于完整约束），你知

道，粒子从这里到那里的运动路线

必然是曲面上的某条曲线，这条路

线一般来说与不受限制时（比如把

曲面去掉）粒子运动的那条路线是不同的，也就是说，真实路经并不是所有从这

里到那里的路线当中作用量最小的——不受限制情形下粒子所经路线的作用量

显然要来得更小。但是，如果

你尝试这样一个运动：假设由

这里到达那里是沿着曲面这

样进行的[图 1b]，并且在同一

段时间内到达目的地，你会发

现这条路线（或者我们所想出

的位于曲面内的从这里到那

里的任何其他路线）的作用量

比起实际运动来要大。换句话

说，对于受约束的体系，我们

也可以将其动力学规律纳入

到最小作用原理的框架内，即真实运动是沿着满足约束的所有可能路线当中作用

量取最小的那条路线。 

1t 2t

这里

那里 

1t

2t  

真实路线 

想象路线 

图 1a 

这里 

那里

1t  

2t  

真实路线 

想象路线 

无约束时粒子的运动路线

图 1b 
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举一个几何上的例子。在三维空间中给定的任意两点，可以有无穷多条曲线

连接它们，而所有这些曲线中，有一条曲线的长度是最短的，我们把它称为直线，

并将这个最短的距离称为这两点之间的距离[图 2a]。现在，想象一个二维的生活

在球面上的扁平生物，在它的世界里，也可以作出无穷多条连接任意两个给定点

的曲线，而它也就可以比较所有这些曲线的长度，并把那条具有最短长度的曲线

称为“直线”，而这个最短长度则称为这两点之间的“距离”[图 2b]。当然在我

们的世界里看，这条线并非直线，而是球面上连接它们的那段大圆弧，我们会说，

球面上的那个生物之所以会认为这段大圆弧是所有曲线中长度最短的，是因为它

或者说它所作的测量是“限制”在球面上的缘故。但是，不得不承认，这段大圆

弧确实就是球面上连接这两点的曲线当中长度最短的，把它称为这两点在球面上

的距离也是很合理的。 

继续前面的讨论。当我们想要将约束问题纳入到最小作用原理时，首先就要

回答这样一个问题：这时候的作用量或者说 Lagrange 函数究竟指的是什么？你

可能会说，它就是动能减去势能，动能当然就是体系的总的动能，但是，势能呢？

对自由运动的体系，势能当然就是总的势能，它应包含每一个粒子受到的每一个

力的贡献，而现在我们的情形却是，譬如一个在球面上运动的粒子，粒子除了受

到象重力这样的主动力的作用之外，它还会受到来自球面所施加的约束力的作用

（否则粒子就没有理由必须在球面上运动了），而约束力本身的形式在我们还没

有解决问题之前是不可能知道的，那么有关约束力的效应又该在 Lagrange 函数

中如何得到体现呢？ 

即便解决了这个问题，因此你就可以讲完整约束体系真实的运动其作用量是

最小的，但是当你想要由这个积分的、关于体系整体运动的原理或者假设得到体

空间中两点间直线最短 

图 2a 

球面上两点间大圆弧最短 

图 2b 
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系运动的微分动力学方程时，还会遇到一个实际的困难。以单个粒子为例，当我

们做变分时最后会得到将每一个 ixδ 乘某个东西再相加后的积分，它是要等于零

的。对于自由粒子，由于三个坐标 ix 是独立的，你可仅仅在 1x 方向上移动 1xδ ，

而申明它的系数应等于零，这样就得到一个方程，然后又在 2x 方向上移动而得

到另一个方程，又在 3x 方向上得到第三个。也就是说，不同的 ixδ 是相互独立

的，因此你将会得到三个方程。但是如果粒子被限制在譬如某个球面上运动，由

于真实运动和尝试路线都是要求满足约束的，即 

 ( , ) 0   and   ( , ) 0f r t f r r tδ= + =  (1) 

这就意味着 

 ( ) ( ), ff f r r t f r r
r

δ δ δ 0∂
= + − = ⋅ =

∂
 (2) 

也就是说，由于三个坐标不是独立的，各个 ixδ 之间也不再是相互独立的了，而

是要满足上面的关系。因此，当你在 1x 方向上移动 1xδ 时，一般来说，粒子在 2x

方向和/或 3x 方向上也将同时移动。数学上，把约束方程求全微分并把“ ”换

为“

d

δ ”（记得 0tδ = ）就是虚位移满足的方程。几何上，矢量 

 f r∂ ∂  (3) 

的方向沿着t时刻该曲面在点r 处的法向方向（你可以理解为在做虚位移时，约

束是被冻结了）。也就是说，虚位移只能在给定时刻曲面的切向上取值（这不过

是“满足约束的路线” 的另一种表述）。对于多粒子体系，你可以想象一个3 维

的欧几里德空间，那么

n

( ),f r t 0=  就是这个空间中的一个“超曲面”，而条件

(2)就是说虚位移( )1 2, , , nr r rδ δ δ （3 维空间的一个矢量）是与这个曲面的

法向

n

( )1 2, , , nf r f r f r∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 垂直的。 

如果各个 ixδ 不是独立的，那么由( ) ii
xδ 对时间积分等于零就得不到每

一个 ixδ 前的系数必然等于零的结论，因为你不再能让譬如 2xδ 和 3xδ 等于零，
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而只让 1x 变化。也就是说，我们将得不到运动的微分方程。 

实际上，这两个问题在某种程度上是同一问题的两个方面，而有关这两个问

题回答正是我们前面引入位形空间以及广义坐标的原因。广义坐标是什么？它是

为了描述体系位形而引入的任意独立变量，数学上独立意味着它们之间不再满足

什么关系，而物理上这就相当于说，体系在位形空间的运动是自由的，因此当你

在位形空间描述体系运动时，跟约束有关的任何信息都不可能出现在相关的物理

定律中了。对于完整约束体系，你能找到可以用来描述体系位形的独立广义坐标

这一事实本身就已经使得这些信息自动消除了（或者说是丢失掉了）。因此，

Lagrange 函数是什么呢？它就是动能减去势能：动能是体系的总的动能，而势能

则仅由主动力所贡献。对于微分约束，你无法将不独立的坐标消去，因此，即便

我们仍然可以假设微分约束体系的运动也是满足最小作用原理的，但是如果你想

要由此得到体系运动的微分动力学方程却绝不是一件容易的事情，实际上，除了

一些特殊的微分约束（线性微分约束），至今人们还没有找到解决这个问题的一

个一般性的办法。 

总结一下前面的内容。首先完整约束体系的 Lagrange 函数为 

 

( ) ( )
( )

1 1

2
1 2

1

, , , , , , , ,

1 , , , ,
2

s s

n

a a n
a

L L r r t L r r r r t

T U m r U r r r t
=

= =

= − = −∑
 (4) 

这里，T 是体系总的动能，U 是与主动力对应的势能。当然我们也可以利用变

换方程将 Lagrange 函数用 个独立的广义坐标和广义速度表示出来 s

 ( ) ( ) ( )( ), , , , ,L T U L q q t L r q t r q q t t= − = , , =

dt

=

 (5) 

现在完整约束体系的最小作用原理就可以表述为：如果体系在 和 时刻的

位置分别为 和 ，那么系统真实的运动是沿着使得下面的积分（作用量） 

1t 2t
( )1q ( )2q

  (6) ( )2

1

t

t
S L q q t= , ,∫

取最小值，或者说沿着满足 

  (7) ( )2

1

0
t

t
S L q q t dtδ δ= , ,∫
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的路径。当然，我们还应该要求所有路径都有相同的端点，即 

 ( ) ( ) ( )1 2 0,     1,2, ,a ar t r t a nδ δ= = =  (8) 

这等价于要求 

 ( ) ( ) ( )1 2 0,     1,2, ,i iq t q t i sδ δ= = =  (9) 

利用变分的法则，作用量的变分就是 

 
2

1

0
t

i it
i i

L Lq dq
q q
δ δ

⎛ ⎞∂ ∂ t+ =⎜ ∂ ∂⎝ ⎠
∫ ⎟  (10) 

由于 ( )i iq d q dtδ δ= ，对第二项利用分部积分得到 

 ( )
2

2

1
1

0
t

t

i it
ii it

L L d LS q t q dt
q dtq q

δ δ δ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∫ =  (11) 

条件表明完全积出的这一项（端点项）等于零。因此，我们得到了一个积分，它

对于任意的 iqδ 都等于零，而且又由于这 s个函数的变化是互不依赖的，因此你

可以令譬如说 任意变化，而其他的 则不变化（即1q iq iqδ 等于零），因此就得到

了一个方程，对于每一个广义坐标就有一个方程，所以我们就得到了 s个方程 

 (0,     1, ,
i i

L d L i
q dt q
∂ ∂

− = =
∂ ∂

)s  (12) 

这就是我们想要的微分方程，称为 Lagrange 方程。如果知道了一个体系的

Lagrange 函数，这些方程就告诉了体系状态将会如何变化，即告诉了我们加速度、

速度和坐标之间的关系。 

数学上，它是 s个未知函数 ( )iq t 的 s个二阶微分方程构成的方程组，其一

般解包含2s个任意常数。为了确定这些常数，从而唯一地确定系统的运动，我

们还需要知道初始条件，初始条件告诉我们在某个给定时刻系统的状态，例如所

有广义坐标和广义速度在初始时刻的数值。 

到目前为止，我们还有一个非常重要的问题需要回答，那就是最小作用原理

或由它导出的 Lagrange 方程是否正确，也就是它是否与实验相符合。这个问题

又可归结为 Lagrange 方程是否与 Newton 定律是否等价。当然，我们可以把不受
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约束的体系（自由体系）看作是完整约束体系的一个特例，对于这一情形我们在

第一节已经证明了 Lagrange 方程与 Newton 定律的等价性。那么，对于一般的完

整约束体系呢？下面我们就来证明它们的等价性。 

由于 Newton 方程在迪卡尔坐标系中具有最简单的形式，因此，为了看出

Lagrange 方程和 Newton 方程之间的联系，利用变换方程我们将 Lagrange 函数写

为 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ), , , , , , , , ,L L r r t L r q t r q q t t L q q t= = =  (13) 

并把 Lagrange 方程中的各项重新表示为 

 a

i a i a

r rL L L
q r q r

a

iq
∂ ∂∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (14) 

以及 

 a

i a i a

r rL L L
q r q r

a

iq
∂ ∂∂ ∂ ∂

= ⋅ = ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (15) 

最后一个等号用到了上一节我们得到的关系 a i ar q r qi∂ ∂ = ∂ ∂ 。把方程(15)

两边对时间求微商则得到 

 

a a

i a i a

a a

a i a i

r rd L d L L d
dt q dt r q r dt q

r rd L L
dt r q r q

⎛ ⎞ ⎛

i

⎞∂ ∂∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝
⎛ ⎞ ∂ ∂∂ ∂

= ⋅ + ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎟
⎠

 (16) 

这里用到上一节我们得到的另一个关系 ( )a i a ir q d r q dt∂ ∂ = ∂ ∂ 。这样我们

就可以将 Lagrange 方程重新写为 

 (0,     1,2, ,a

a a i

rL d L i
r dt r q

⎛ ⎞ ∂∂ ∂
− ⋅ = =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

)s  (17) 

由于 a aF L r U= ∂ ∂ = −∂ ∂ ar 以及 a ap L r ma ar= ∂ ∂ = （不对 求

和），你发现，方程(17)或者说 Lagrange 方程(12) 正是 Newton 方程 

a

 (0,     1,2, ,a
a

dpF a
dt

− = = )n  (18) 
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——看作一个 3 维的矢量方程——分别在由 个约束方程所确定的n m

3s n m= − 维曲面上的 s个独立变量方向上的“投影”，或者说是在位形空间上

的“投影”。对于限制在球面上的一个粒子，那就是 Newton 方程分别在方向θ̂和

ϕ̂上的投影，你会得到两个方程。这样，我们就证明了所要的结论：Lagrange

方程或者说完整约束体系的最小作用原理是真确的。 

但是，这里有一个小小的问题：由于U 仅仅是所有主动力贡献的势能，因此，

aF U= −∂ ∂ ar 也只是作用在粒子 上的主动力，而不包含约束力。也就是说，

方程(18)并不是"真正"的 Newton 方程，真正的 Newton 方程该是 

a

 0a
a a

dpF N
dt

+ − =  (19) 

这里我们用 表示作用在粒子a上的约束力。而由这些方程我们只能得到： aN

 (0      1,2, ,a a
a a

i

dp rF N i s
dt q

)∂⎛ ⎞+ − ⋅ = , =⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠
 (20) 

而不是 Lagrange 方程，或者说方程(17)。 

换句话说，只有当 

 (0      1,2, ,a
a

i

rN i
q
∂
⋅ = , =
∂

)s  (21) 

时，最小作用原理与 Newton 定律才是等价的。这正是我要讲的！我们把满足这

个条件的约束称为理想约束。 

理想约束在大多参考书上是通过虚功来定义的，所谓虚功是指力与虚位移的

乘积，而理想约束通常则被定义为体系所受约束力作的虚功之和等于零 

 0a aW N rδ δ= ⋅ =  (22) 

的约束。 

对于完整约束体系，上式中的虚位移可以用独立广义坐标的变分表示，因此

就有 

 0a
a a a i i i

i

rW N r N q Q q
q

δ δ δ δ∂ ′= ⋅ = ⋅ = =
∂

 (23) 
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其中 

 a
i a

i

rQ N
q
∂′ = ⋅
∂

 (24) 

称为广义约束力。由于对于任意的 iqδ ，虚功都等于零，而不同的 （从而不

同的

iq

iqδ ）之间是相互独立的，因此，对于完整约束体系而言，理想约束条件——

约束力的虚功为零——也可以等价地说成是广义约束力等于零，即 。这

正是我们前面得到的条件(21)，也就是导出这些方程的最小作用原理成立的条

件。 

0iQ′ =

当然，这就又提出了一个问题：理想约束条件在什么情况下才是成立的？或

者说，就我们目前感兴趣的问题来讲，对于怎样的完整约束问题我们才可以使用

方程来求解其运动？回答是，对于完整约束体系，你可以完全不考虑理想约束条

件，因为此时它是必然满足的。想象一下粒子限制在某个曲面譬如说球面上的运

动，在任何一个时刻，主动力在与曲面垂直方向的分力（或者说使得粒子有脱离

曲面趋势的主动力分量）必然为约束力所平衡，这就说明了约束力必然是与球面

垂直的，也就是说约束力在球面上的投影为零，这一点对于膨胀的球面也是成立

的，这种情况下在任一时刻约束力必然是与这一时刻的球面垂直的，而对于一般

的完整约束体系，那就是说约束力是与位形空间垂直的。因此，约束力在位形空

间的投影——即广义约束力——是等于零的，这样我就证明了最小作用原理是等

价于 Newton 定律的，你可以利用最小作用原理或者由它导出的 Lagrange 方程去

分析和求解任何完整约束体系的运动。与 Newton 方法相比较，它的好处在于体

系受到的约束越多，广义坐标越少，从而需要求解方程的数目也就越少！ 

这里我想就广义力作一些说明。前面我们定义了广义约束力，同样的，你也

可以把 

 a a
i a

i a i

r rU UQ F
q r q iq
∂ ∂∂ ∂

= ⋅ = − ⋅ = −
∂ ∂ ∂ ∂

 (25) 

称为广义主动力。特别值得指出的是：当提到广义力时，它就暗含了要对所有力

的贡献进行求和，这是一个有关体系受到的所有力的概念，而不会仅仅涉及体系

中某个粒子受到的某个力。广义力的概念来源于力的类比：力乘以坐标的变化等
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于功；广义力乘以广义坐标的变化等于功： 

 a a iF dr Q dqi= ⋅ =功  (26) 

如果广义坐标具有长度量纲，那么广义力就是通常力（沿着该坐标增加方向）的

分量，如果广义坐标具有角度量纲，那么广义力就是通常的力矩（沿该坐标增加

方向，也就是按照右手螺旋确定的方向）的分量。 

举个简单的例子可能会帮助你了解广义力的含义。考虑重力场中粒子的运

动。当粒子移动一个小的位移dr 时，重力做得功是mg dr⋅ 。在笛卡尔坐标系

中， 

 ( )ˆ ˆ ˆ 0mgy xdx ydy dx mgdy= − ⋅ + = −功  (27) 

dx和dy前面的系数正是坐标 x和 对应的广义力 y

 

ˆ ˆ 0

ˆ ˆ

x

y

rQ mg mgy x
x
rQ mg mgy y m
y

g

∂
= ⋅ = − ⋅ =

∂
∂

= ⋅ = − ⋅ = −
∂

 (28) 

其中 xQ 就是重力在水平方向的分量（当然是等于零的），而 则是重力在竖直

方向上的分量（符号表示它与坐标 增加的方向

yQ

y ŷ相反，即是竖直向下的）。或

者你把重力势能用笛卡尔坐标表示就是 

 U mg r mgy= − ⋅ =  (29) 

因此，同样地得到了 

0x

y

UQ
x
UQ m
y

∂
= − =

∂
∂

= − = −
∂

g
 (30) 

x

y

mg  

rQ  cosmg θ

θ

r

Qθ

在极坐标系中，功表示为 

( )sin
sin cos

mgdy mgd r
mg dr mgr d

θ
θ θ θ

= − = −

= − −

功
(31) 
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dr 和dθ 前面的系数正是坐标 和r θ 对应的广义力 

sin ,     cosr
r rQ mg mg Q mg mg
r θθ θ

θ
∂ ∂

= ⋅ = − = ⋅ = −
∂ ∂

 (32) 

或者你把重力势能用极坐标表示就是 

 sinU mgr θ=  (33) 

因此 

 sin ,     cosr
U UQ mg Q mgr
r θθ θ

θ
∂ ∂

= − = − = − = −
∂ ∂

 (34) 

rQ 正是重力在 方向上的分量，负号表示它与变量 r 增加的方向相反，即是指

向原点的；而Q

r̂

θ 在是重力相对于原点的角动量，大小等于重力在θ̂ 方向上的分

量 cosmg θ 乘以力臂 ，方向则与变量r θ 增加时按照右手螺旋确定的方向相

反，即垂直于黑板并指向里面。 

看一个具体的例子。考虑一个系在长为l的细绳一端、质量为 的物体构成

的单摆。摆的悬挂点固定在以恒定加速度a运动的小车顶部。 

m

 在笛卡尔坐标系中，体系的动能

和势能具有最简单的形式 

( )2 21
2

T m x y

U mgy

= +

=
    (35) 

这里我假设当 0y = 时势能为零。为

了利用Lagrange方程求解单摆的运动，必须把Lagrange函数用独立的变量如θ 表

示出来（这个体系只有一个自由度）。物体的位置可以表示为 

θ

ax
y

m  

l  

eθ

 
2

0
1 sin
2

cos

x v t at l

y l

θ

θ

⎧ = + +⎪
⎨
⎪ = −⎩

 (36) 

对时间求导得到用广义坐标θ 和广义速度θ表示的速度 
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 0 cos

sin

x v at l

y l

θ θ

θ θ

⎧ = + +⎪
⎨

=⎪⎩
 (37) 

因此，Lagrange 函数为 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

0

2 2 2
0 0

1 cos sin cos
2
1 1cos cos
2 2

L T U

m v at l l mgl

m v at m v at l ml mgl

θ θ θ θ θ

θ θ θ

= −

⎡ ⎤= + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

= + + + + + θ

 (38) 

由于 

 

( )

( )

( )

0

2
0

2
0

sin sin

cos

cos sin

L m v at l mgl

L ml ml v at

d L ml mla ml v at
dt

θ θ θ
θ

θ θ
θ

θ θ θ θ
θ

∂
= − + −

∂
∂

= + +
∂
∂

= + − +
∂

 (39) 

因此，利用 Lagrange 方程得到θ 所满足的微分方程为 

 sin cosg a
l l

θ θ= − − θ  (40) 

下面对这个问题做更细致的讨论。我想要了解一下单摆微振动时的运动情

况，譬如我想要知道它作微振动的频率。当然，微振动并不一定意味着θ 是一个

小角，它的确切含义是指单摆偏离平衡位置的角度是一个小量。因此，为了讨论

微振动，我们首先需要知道平衡时单摆所处的位置，设为 eθ θ= 。而平衡意味

着 0θ = （想想为什么？），把此关系式代入方程 

 0 sin coseg a eθ θ= +  (41) 

就得到了平衡时的角度等于 

 tan e a gθ = −  (42) 

平衡位置如图。这个结论应该是可信的，因为我们知道当小车加速运动时，一个
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原本竖直悬挂着的物体会向与运动相反的方向偏离（你也可以利用惯性力分析这

个问题）。为了利用微振动条件，我们令 eθ θ η= + ，这里η是一个小的角度，

它满足方程 

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

sin cos

sin cos cos sin

cos cos sin sin

sin cos cos sin

1 1sin cos cos sin

e e

e e

e e

e e e e

e e e

g a
l l

g
l

a
l
g a
l l

g a g a
l l

θ η θ η θ η

θ η θ η

θ η θ η

θ η θ θ η θ

eθ θ θ

= = − + − +

= − +

− −

≈ − + − −

= − + − − θ η

 (43) 

由于考虑的是微振动，因此这里我只保留到η的一阶项。由平衡条件，第一项等

于零，因此我们有 

 (1 cos sineg a
l

)eη θ θ= − − η  (44) 

经过简单的计算，不难从得到sin eθ 和cos eθ 的表达式（留给你练习一下），代

入上式就得到 

 
2 2a g
l

η η
+

= −  (45) 

这代表的是熟悉的谐振子方程，它的频率我们是知道的 

 
2 2

2 a g
l

ω
+

=  (46) 

你可从以下两个方面知道这个结论几乎不会出错：首先结论中不出现 ，这是

可以预期的，因为你完全可以采用别的惯性参考系，使得小车在初始时刻具有别

的速度，而这是不会改变我们得到的物理结论的（Galileo 相对性原理）；其次，

你可以看看在一些特殊的极限情形下是否会得出正确的结果，比如 时，

0v

0a →
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g lω → ，这正是通常单摆做微振动的频率，理当如此！ 

讨论这样一个例子的目的首先是熟悉 Lagrange 方程求解问题的一般步骤，其

次，利用这个例子我们也对微振动问题有了一个初步的认识，在后面我们还会将

这里的讨论推广，研究多自由度体系的微振动问题。实际上，这个例子可以告诉

我们很多的东西。 

首先，在我们前面的所有讨论中，实际上是隐含了一个条件的：那就是

Lagrange 函数——或者说动能和势能——是相对于某个惯性系而测量或计算的，

否则你将得到完全错误的结论。譬如对于势能为零的粒子，当你在非惯性系中写

出它的 Lagrange 函数时，那就是动能，也就是
21

2
mv ，而使得动能积分取极值

的路线则是那条作匀速直线运动的路线，显然在非惯性系中这是错误的。也就是

说，尽管对于广义坐标，除了要求它们是独立的并且能完全确定体系的位形之外

并无别的特别的条件，你完全可以选择非惯性系中的坐标作为广义坐标，而不管

你选取什么样的广义坐标，Lagrange 函数中的动能和势能必须是相对于惯性系而

言的。譬如刚才的例子中，如果 x 是粒子相对于某个静止观测者的位置，而

21
2

x x a′ = − t 则是相对于某个以加速度 运动的观测者测量的位置，那么

Lagrange 函数或者动能等于什么呢 

a

 ( )221 1
2 2

L mx m x at′= = +  

而 Lagrange 方程为 

 ( ) 0L d L d m x at mx ma
x dt x dt
∂ ∂ ′ ′− = − + = +⎡ ⎤⎣ ⎦′ ′∂ ∂

=  

即相对于加速运动的观测者，粒子是以同样大小而方向相反的加速度在运动。理

当如此！ 

从这个例子我们还得到了 Lagrange 函数的一个非常引入注目的性质：你发现

在写出 Lagrange 方程时，Lagrange 函数(38)中的第一项并没有起任何作用，也就

是说，无论你将 还是L ( )2
0 2L L m v at′ = − + 称为体系的 Lagrange 函数，

由它们得到的微分方程都是一样的。实际上，这是 Lagrange 函数的一般特性的
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一个特例：设 是某个体系的 Lagrange 函数，那么 ( , ,L q q t )

 ( ) ( ) (dL q q t L q q t )f q t
dt

′ , , = , , + ,  (47) 

也将是描述同一体系的一个 Lagrange 函数，也就是说，由它们得到的体系运动

的微分方程将是一样的。这是因为 

 
( ) ( )

( )( ) ( )( )

2 2

1 1

2 1
2 1, ,

t t

t t

dfS L q q t dt L q q t dt dt
dt

S f q t f q t

′ ′= , , = , , +

= + −

∫ ∫ ∫
2

1

t

t  (48) 

即 

 const.S S′ = +  (49) 

也就是说它们相差一个变分等于零的量。因此，条件 0Sδ ′ = 和 0Sδ = 是等价

的，它们得到的是同样的运动方程。所以，Lagrange 函数可以附加任意一个广义

坐标和时间的函数的全微商。这个结论是很重要的，在许多问题的分析中都会用

到。 

实际上，不难看出，Lagrange 函数还有另外一个不确定性：你可以将 Lagrange

函数乘上任意一个非零的常数因子而不会引起极小路径的改变，从而也就不会影

响最后的微分方程。这一个性质也可看作是将坐标或时间重新定了标度。 

顺便介绍 Lagrange 函数的另一个性质。考察一个由两部分 A和 构成的力

学体系，每一部分在孤立情况下的 Lagrange 函数分别为

B

AL 和 。现在，假设

两部分的距离足够远，以至于它们之间的相互作用可以忽略，这时整个系统的

Lagrange 函数趋于 

BL

 lim A BL L L= +  (50) 

Lagrange 函数的这种可加性反映了这样一个事实：没有相互作用的各个部分中任

一部分的运动方程不会包含其他部分的量。 

在这一节我们看到，对于完整约束，由于广义约束力等于零，因此，Lagrange

方程是 Newton 方程在位形空间的投影，或者说，Lagrange 方程可以由 Newton

定律导出，这样我们就证明了 Lagrange 方程、从而我们一开始提出的最小作用
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原理是正确的。由此，在有些书上你就会看到这样的话“Lagrange 方程与 Newton

定律是等价的”。但是，我们应该非常小心的使用等价这个字眼，因为当我们讲

事物 A 与事物 B 等价时，不仅意味着可以由 A 导出 B，而且也同时意味着由 B

也可以导出 A 来。那么我们是否可以由 Lagrange 方程导出 Newton 方程来呢？

当然不行！你不可能从 3s n m= − 个 Lagrange 方程得到 Newton 的3 个方程。

不过注意到 Lagrange 方程是广义坐标——也就是那些能完全确定体系位置的独

立变量——所满足的正确方程，因此，我们讲 Newton 定律和 Lagrange 方程或

者最小作用原理等价是就确定体系位形而言的。不等价之处在于，Newton 定律

不仅可以告诉我们物体在任意时刻的位置，而且还可以告诉我们有关约束力的信

息，而在位形空间中表述的定律中这些信息是不可能出现的，或者说这些信息已

经从问题中剔除掉了，这些丢失的信息不仅体现在 Lagrange 函数中的势能仅仅

由主动力所贡献，而且也同时表现在广义约束力为零或者说理想约束条件自动满

足这一点上。丢失的原因，究其根源是由于在位形空间中，体系的运动是自由的。

而这也就暗示我们，如果我们不是在以独立标量为坐标的位形空间中研究问题，

而是在包含不独立坐标的空间中对它进行讨论，那么我们就有可能得到有关约束

力的信息了。这真是下一节“Lagrange 乘子方法”的精华所在。 

n
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附录 A：关于完整约束体系的理想约束条件 

为什么对于完整约束体系，所有约束力的虚功之和是自动等于零的？原因是

这样的： 

对于完整体系，其约束力效应可这样来理解：如果我们考虑第ν 个形如 

 ( )1, ,Nf r r tν 0=  (A1) 

的约束，那么位矢 的变化所引起的ar fν 的改变必然表示由此约束所导致的作用

在第a个粒子上的约束力 aNν ，因此我们有 

 a
a

fN
r
ν

ν νλ
∂

=
∂

 (A2) 

这里 νλ 是某个未知因子，它的出现是因为对于约束 ( )1, ,Nf r r tν = 0我们只

知道它准确到某个非零的因子。那么，作用在第a个粒子上的总的约束力就是 

 a a
a

fN N
r
ν

ν ν
ν ν

λ ∂
= =

∂∑ ∑  (A3) 

因此，所有约束的虚功为 

 
,

a a a
a a a

fW N r r
r
ν fν ν

ν ν
νδ δ λ δ λ δ∂

= ⋅ = ⋅ =
∂∑ ∑ ∑  (A4) 

这里 

 a
a a

ff r
r
ν

νδ δ∂
= ⋅

∂∑  (A5) 

它正是虚位移 arδ 所引起的 fν 的改变。由于虚位移是与约束相容的，也就是说，

arδ 满足约束，因此必然有 

 0fνδ =  (A6) 

由此可以得到 

 0a aN rδ⋅ =  (A7) 

从而 
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 0a a
a

W N rδ δ= ⋅ =∑  (A8) 

所以，对于完整约束，约束力与虚位移垂直，各个约束力的虚功为零，当然所有

虚功之和也为零。 

 

 

 

 

附录 B：从最小作用原理直接推导方程(17) 

从 Lagrange 方程得到上面的表达式的数学步骤过于繁琐了，实际上，如果你

用最小作用原理来做会非常的简单 

 

2
2

1
1

t
t

a at
a a at

L L d LS r r
r r dt r

δ δ δ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= + − ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∫ dt  (B1) 

与 

 ( )
2

2

1
1

t
t

i it
ii it

L L d LS q t q
q dtq q

δ δ δ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∫ dt  (B2) 

对比，由于端点项实际上是相同的，因此那两个被积项也就必然相同，特别是如

果将(B1)中的 arδ 表示为
a

a
i

rr
q iqδ δ∂

=
∂

的话，那就意味着 

 a

i a ai

rL d L L d L
q dt r dt r qq

⎛ ⎞

i

∂∂ ∂ ∂ ∂
− = − ⋅⎜∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎟ ∂
 (B3) 

这正是关系式(17)。尽管这样的推导更加简单，不过，象前面那样的推导你是应

该逐步习惯并熟练的。 
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