
Lagrange 乘子法 

前面我们讨论了完整约束体系，对于这样的体系不独立坐标可以通过约束方

程（或者引入广义坐标）加以消除。如果约束是非完整的，我们就无法通过约束

方程达到消除不独立坐标的目的。没有一般性的方法处理非完整约束问题，但是，

对于一类特殊的非完整约束，也就是线性微分约束，尽管无法通过约束方程消去

不独立坐标，但是我们却可以通过引入 Lagrange 乘子消去不独立的方程。 

现在我们就考虑受到约束方程有如下形式的一个力学体系 

( )0,    or     0     1,2, ,vk k vt vk k vtA q A A dq A dt v m+ = + = =   (1) 

这里，n是坐标的数目，m是约束的数目，并且 ；n m> vkA 和 vtA 都只是坐标

和时间的函数。 

无论上面的方程是否可积都不会影响我们后面的讨论：这些讨论对于完整约

束和非完整约束同样有效。因此，如果不方便把所有的坐标都化为独立变量，或

者如果你想要考虑约束效应，那么，下面推导的 Lagrange 乘子方法也适用于完

整约束体系。例如，对于约束 ( ),f q tν 0= ，两边对时间求微商就变为（可积）

微分约束的形式 ( ) 0k k
k

f q q f tν ν∂ ∂ + ∂ ∂ =∑ （这也正是我们把完整约束有

时也称为可积约束的原因）。这时 k kA f qν ν= ∂ ∂ ， tA f tν ν= ∂ ∂ 。 

象上一节推导完整约束体系的 Lagrange 方程一样，我们仍然从最小作用原理

出发 

  (2) ( )2

1

0
t

t
S L q q t dtδ δ= , ,∫ =

我们假定它对于非完整约束也是正确的。因此，完全类似于以前的推导，我们有 

 
2

1

0
t

kt
k k

L d L q dt
q dt q

δ
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂

− =⎢⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ⎥  (3) 

这里 不是独立的，从而变分（或者虚位移）iq kqδ 也不能任意取值，所以我
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们从上面的积分等于零也不再能得到通常形式的 Lagrange 方程。跟上一节不同

的是，你无法通过约束方程把不独立的变量消去。为了把变分约化为独立的形式，

我将在下面引入可任意选取的 个 Lagrange 乘子m ( ), 1,2, ,v v mλ = ，一般

情况下， vλ 是坐标 、速度 和时间 t的函数。由于变分运算是在固定的时间

操作的（等时变分），也就是说

iq iq

0tδ = ，因此，变分满足下面的条件（正如完全

约束中我们得到虚位移所满足的方程一样的道理） 

 0vk kA qδ =  (4) 

实际上，这个条件仅仅对于完整约束（当然也就包含可积分的微分约束）才是成

立的，而对于一般的不可积线性微分约束，你可以认为我们仅仅考虑限于使得上

式成立的那些想象路线，而所谓最小也是在满足个关系的所有路径当中而言的。

这个方程左右两边都乘上任意函数 vλ 也是成立的，把所有这样得到的方程相加

（对 求和） v

 0v vk kA qλ δ =  (5) 

或者把求和重新安排并从 到 对时间积分 1t 2t

 ( )2

1

0
t

v vk kt
A q dtλ δ =⎡ ⎤⎣ ⎦∫  (6) 

  现在我手上由两个等于零的积分，(3)和(6)，把这两个积分相加显然也是等于

零的 

 
2

1

0
t

v vk kt
k k

L d L A q dt
q dt q

λ δ
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂

− +⎢⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ =⎥  (7) 

这个积分涉及到 个变量 ：其中 个 是不独立的，它们通过约束方程与其

它的 相联系。我们将假设这 个不独立变量为 （指标从1到 取值），而

个独立变量为 （指标从

n kq m kq

kq m kq m

n m− kq 1m + 到 取值，这样做并不影响下面分析得

到的结论）。由于 个 Lagrange 乘子

n

m vλ 可以取任何函数，因此，我总是可以找

到适当的 vλ 使得下面的方程成立 
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 (
1

0     1,2, ,
m

v vk
vk k

L d L )A v
q dt q

λ
=

∂ ∂
− + = =

∂ ∂ ∑ m  (8) 

即方程(7)积分中对应于前面 个不独立坐标变分的系数为零。 m

  这样选取 vλ 之后，方程(7)剩下的积分就是 

 
2

1 1 1

0
n mt

v vk kt
k m vk k

L d Ldt A q
q dt q

λ δ
= + =

⎛ ⎞∂ ∂
− +⎜ ∂ ∂⎝ ⎠

∑ ∑∫ =⎟

n

 (9) 

由于这些 （对于 ）不再受到任何限制（根据我们的假定它

们是独立的），因此，正如以前所熟悉的，上面积分中每个 前面的系数都等于

零。这些方程连同前面得到的不独立变量的 个方程就可以统一表示为 

kq 1, ,k m= +

kq

m

 (0     1,2, ,v vk
k k

L d L )A v
q dt q

λ∂ ∂
− + = =

∂ ∂
n  (10) 

这 个方程涉及 个未知量：n个坐标以及 个 Lagrange 乘子。 个

约束方程正好为我们提供了所需要的其余 个方程。 

n n m+ m m
m

Lagrange 乘子 vλ 有什么样的物理含义呢？我们知道每一个质点的 Newton 方

程可以写为 

 0a
a a

dpF N
dt

+ − =  (11) 

其中 a aF L r= ∂ ∂ = −∇aU ，而 a ap L r ma ar= ∂ ∂ = ，因此上式也可以写

为 

 0a
a a

L d L N
r dt r
∂ ∂

− + =
∂ ∂

 (12) 

如果把这个等式两边与 ar q∂ ∂ k 作标量积并对所有的粒子（即对 ）求和，那

么 

a

 0a a
a

a a k k

r rL d L N
r dt r q q

⎛ ⎞ ∂ ∂∂ ∂
− ⋅ + ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

=  (13) 

上一节我们已经知道第一项等于 
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k k

L d L
q dt q
∂ ∂

−
∂ ∂

 (14) 

而第二项则是广义约束力 

 a
k a

k

rQ N
q
∂′ = ⋅
∂

 (15) 

而方程(13)必然与我们前面得到的方程(10)是一样的，所以 

 k vQ vkAλ′ =  (16) 

也就是说，Lagrange 乘子 vλ 确定了广义约束力，它本身也是问题解的一部分。 

最后请大家注意这样一点：关系式(5)意味着 

 0k kQ qδ′ =  (17) 

也就是说所有约束力的虚功等于零。这可以看作是理想约束假设的一般性的证

明。 

举一个例子。考虑一个圆盘在倾斜平面上的纯滚动。设圆盘的质量为m，半

径为 。圆盘的动能分为两部分：平移动能和转动动能（实际上就是质心动能

和相对于质心的动能，这一点我们在质点组部分已经证明）： 

R

 2 2 21 1 1 1
2 2 2 4

T mx I mx mR2 2θ θ= + = +  (18) 

第二部分动能也可以直接计算得到，它等于 

 

( )

( )

22

2 3

2 4

2 2 2 2

1 1
2 2

1
2
1 1 2
2 4
1 1
4 4

v dm r rdrd

r drd

R

R R mR

ρ θ θ

ρθ θ

ρθ π

2ρπ θ

=

=

= ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ =

∫ ∫

∫

θ

 

α

θ
R

x
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势能为 

 sinU mgx α= −  (19) 

这里我们假设在斜面顶端圆盘的势能等于零。因此 Lagrange 函数为 

 2 2 21 1 sin
2 4

L T U mx mR mgxθ α= − = + +  (20) 

约束方程为 

 ( ),f x x R 0θ θ= − =  (21) 

由于圆盘作纯滚动，这个体系只有一个自由度，因此我们可以选择 x或者θ

作为广义坐标，并利用约束方程将另一个变量消去。但是，我们也可以把 x和θ

都当作广义坐标，而利用 Lagrange 乘子法求解这个问题。此时 Lagrange 方程为 

 
2

0 si

10 0
2

L d L f mg mx
x dt x x
L d L f mR R

dt

nλ α λ

λ θ λ
θ θ θ

∂ ∂ ∂
= − + = − +
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

= − + = − −
∂ ∂ ∂

 (22) 

这两个方程连同约束方程 x Rθ= 就可以完全确定未知量 x、θ 和λ。把约束方

程对时间求导得到 

 x Rθ =  (23) 

代入前面两个方程并作简单的组合就得到 

 
2 2 1sin ,     sin ,     sin
3 3 3

gx g mg
R

α θ α λ= = = − α  (24) 

我们注意到如果圆盘沿着斜面无摩擦地向下滑动，那么 sinx g α= 。因此，

滚动约束使得加速度的值减小一个因子2 3。 

根据前面的定义，广义约束力等于 

 

1 sin
3

1 sin
3

x
fQ mg
x
fQ R mgθ

λ λ α

Rλ λ α
θ

∂
= = = −

∂
∂

= = − =
∂

 (25) 
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注意这里 xQ 正是滚动约束力，它的方向沿

着斜面向上（与 x增加的方向相反），而Qθ

则是这个力相对于质心的力矩（其效应使得

θ 增加）。它们是使得圆盘保持沿着平面纯

滚动所需要的广义约束力。 

如果我们通过方程 x Rθ = 把θ从 Lagrange 函数中消去 

 23 sin
4

L mx mgx α= +  (26) 

这时 Lagrange 函数就用一个独立的广义坐标表示了出来，这个坐标的运动方程

马上可以得到 

 
3sin 0
2

L d L mg mx
x dt x

α∂ ∂
− = −

∂ ∂
=  (27) 

与我们前面得到的方程是一样的。尽管这个方法更加简单，但是它却不会告诉你

有关约束力的任何信息。 

另举一例。考虑固定圆球顶端的一个静止的小珠，小珠的质量为m，圆球的

半径为 ，并假设圆球表面是光滑的。现在如果给小珠一个很小的扰动，它就

会运动，由于球面的存在，它不能自由下落，而

是会沿着球面滑下。但是，在重力场中，小珠也

不可能永远在球面上运动，在某个时刻，即当约

束力等于零的时候，它就会开始脱离球面，而我

们的问题就是找出开始脱离球面时小珠的位置。 

R

这是一个单自由度的问题，因此用一个变量

（如角度θ）就可以完全确定小珠的位置，但是，

为了得到约束力的信息，我们就必须把不独立的那个变量（如径向距离 ）也保

留在 Lagrange 函数中，即 

r

 ( )2 2 21 cos
2

L T U m r r mgrθ θ= − = + −  (28) 

Qθ  
xQ

R
O  

m

θ  r  
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而这两个变量所满足的约束方程简单地就是 

 ( ) ( ),f r f r r R 0θ = = − =  (29) 

写出带乘子的 Lagrange 方程 

 

( )

2

2

0 co

0 sin

L d L f mr mg mr
r dt r r
L d L f dmgr mr

dt dt

λ θ θ λ

λ θ θ

s 0

0 0
θ θ θ

∂ ∂ ∂
= − + = − − + =
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

= − + = − + =
∂ ∂ ∂

 (30) 

将约束方程 代入上式就得到了 r R=

 2cos ,      sinmg mR R gλ θ θ θ= − = θ  (31) 

而第二个方程又可以写为 

 sindR g
d
θθ θ
θ
=  (32) 

将此式积分并利用初始条件 ( ) ( )0 0t tθ θ 0= = = = ，就得到了 

 ( )2 2 1 cosR gθ θ= −  (33) 

将此关系式再代回到(31)中的第一个方程，我们得到 

 ( )3cos 2mgλ θ= −  (34) 

在我们的问题中，广义约束力 就是球面对小珠所施加的约束力 ，即 rQ rN

 ( )ˆ 3cos 2r r
r fQ N N r N mg
r r

λ λ θ∂ ∂
= ⋅ = ⋅ = = = = −

∂ ∂
 (35) 

因此，当 或者说 0rN =

 
2 2cos      or     arccos
3 3

θ θ= =  (36) 

时小珠开始脱离球面。至于另一个广义约束力则是这个约束力相对于球心的力

矩，当然由于约束力完全是径向的，因此，这个力矩也就是等于零的： 

 ˆ 0r fQ N rNθ θ λ
θ θ
∂ ∂

= ⋅ = ⋅ = =
∂ ∂

 (37) 
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附录：关于虚位移所满足的方程(4)的一点说明 

为简单起见，考虑单个约束的情况： 

  (A1) ( ) ( ) ( )
1

, , , , 0
n

k k
k

g q q t A q t q B q t
=

= +∑ =

想象路线满足约束意味着 

 

( ) ( )
( )

, , , ,

0

k k k k

k
k i k k k

i k

g g q q q q t g q q t

A q A q B
A Bq q A q q
q q

δ δ δ

δ δ δ

δ δ δ

= + + −

= + +

∂ ∂
= + +
∂ ∂

=

 (A2) 

注意到第二项又可以写成 

 

( )

( )

k k
k k k k k

k k
k k i

i

d q dAd
k

k

A q A A q q
dt dt dt

A Ad A q q
dt q t

q

δδ δ δ

δ δ

= = −

⎛ ∂ ∂
= − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

⎞
 (A3) 

将它代入(A1)时得到 

 

( )

( ) 0

k k k
k i i k k k k k

i i k

i k k
i k k k k

k i k

A A A B dg q q q q q q A q
q q t q dt

A A A B dq q q A q
q q t q dt

δ δ δ δ δ

δ δ δ

∂ ∂ ∂ δ∂
= − − + +
∂ ∂ ∂ ∂

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= − − − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(A4) 

对于可积线性微分约束，由于有（可积条件，这里 也应看作一个变量） t

      and    i k k

k i

A A A B
q q t
∂ ∂ ∂

kq
∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

=  (A5) 

因此(A4)就告诉我们 

 ( ) 0k k
d A q
dt

δ =  (A6) 

或者说 

 constantk kA qδ =  (A7) 
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特别是，由于端点处 kqδ 是等于零的，因此这个常数实际上也是等于零的，即 

 0k kA qδ =  (A8) 

这个结论没什么稀奇的，它就是我们在上一节对于完整约束所得到的关系 

 ( ) ( ), , k
k

ff f q q t f q t q
q

δ δ δ 0∂
= + − = =

∂
 (A9) 

这里 

 ,     k
k

f fA B
q t
∂ ∂

= =
∂ ∂

 (A10) 

重要的是，对于不可积线性微分约束，上面的过程实际上表明：想象路线满

足约束并不意味着虚位移满足关系(A8)或者(4)！这并不就说明我们前面的讨论出

错了，而是说，对于这样的体系，其最小作用原理应该重新表述为：真实运动是

沿着满足(4)的想象路线当中作用量取最小值的那条路线行进的。用数学表示就

是 

  (A11) 
( )

( ) ( )

2

1

1 2

0

    0    and    0

t

t

k k vk k

S L q q t dt

q t q t A q

δ δ

δ δ δ

⎧ = , , =⎪
⎨
⎪ = =⎩

∫
=
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